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∫n¹d??Fð

(Matrices)  U�uHBL�«

 ±≠±∫W�uHBL�« ÂuNH�

∫wK¹ UL� …dB²�� …—uBÐ U½UO³�« Ác¼ ÷dŽ sJL¹ت

 sOÝu� sOÐ …—uB×� …bLŽ√Ë ·uH� W¾O¼ vKŽ œ«bŽ_« s� WŽuL−L� qJA�« qOD²�� rOEMð w¼ ∫W�uHBL�«
 UN� ‰UI¹ ¨ÊU³łu� ÊU×O×� Ê«œbŽ Ê ¨ Â YOŠ …bLŽ_« s�  Ê ¨·uHB�« s�  Â  s� t½uJL�« W�uHBL�«Ë

ÆÆÆÆ¨  ¨  q¦� ·dŠ_« bŠQÐ UN²OL�ð sJL¹Ë ÆÊ  Â W³ðd�« s� W�uHB�

 W¾O¼ vKŽ UN{dŽË ½U½UO³�« V¹u³ðv�≈ ¨WOLKF�« UMðUÝ«—œ w�Ë WO�uO�« UMðUOŠ w� ¨ÊUOŠ_« s� dO¦� w� Q−Kت

UF�U−�« ÈbŠ≈ w� W³KD�« l¹“uð ÊU� Îö¦L�¨…bLŽô«Ë ·uHB�« s� œbŽ s� W½uJ� qJA�« WKOD²�� ‰Ë«bł

∫w�U²�« ‰Ëb−�« w� u¼ UL� UOKJ�« iFÐ w� ‰Ë_« qBH�« ≠ Â≤∞∞µ Ø ≤∞∞¥ wÝ«—b�« ÂUF�« w� WOMOD�KH�«

≥∞± ≥∑≤ ¥∏± ∏∞≤

±µ± ±≤∂ ±∑∂ µ∑∏

≥∞∞ ≤∂± ≥±¥ ¥∏¥

 WŁöŁ s� W½uJ� W�uHBL�« Ác¼ Ê√ ULÐË  ̈WKšb� tO� œ«bŽ_« s� œbŽ q� vL�¹Ë  ̈W�uHB� rOEM²�« «c¼ vL�¹

Æ¥ w� ≥  √dIðË ¥  ≥ © bF³�« ® W³ðd�« s� W�uHB� UN½≈ ‰UI¹ t½S� ¨…bLŽ√ WFÐ—√Ë ·uH�

 WM��«
WOKJ�«v�Ë_«WO½U¦�«W¦�U¦�«WFÐ«d�«

»«œü«∏∞≤¥∏±≥∑≤≥∞±

ÂuKF�«µ∑∏±∑∂±≤∂±µ±

WÝbMN�«¥∏¥≥±¥≤∂±≥∞∞
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∫©±® ‰U¦�

∫q×�«

∫wK¹ UL� w¼ Ê x Â W³ðd�« s� W�uHBLK� W�UF�« …—uB�«Ë     

Ê±
√

≥±
√

≤±
√

±±
√  

Ê≤
√

≥≤
√

≤≤
√

±≤
√

 Ω
Ê≥

√
≥≥

√
≤≥

√
±≥

√

Ê Â
√

≥Â
√

≤Â
√

±Â
√

Æ©…bLŽ_« œbŽ®  Ê  U¼œbŽË
Ê±

√ ¨ ¨
 ≥±

√ ¨
≤±

√ ¨
±±

√ ∫w¼ ‰Ë_« nB�« öšb� Ê√ kŠôت

ÆÊu½ bŠ«Ë  √ ¨  ¨ÊUMŁ≈ bŠ«Ë  √ ¨  bŠ«Ë bŠ«Ë  √ ∫ √dIÔðË

Æ©·uHB�« œbŽ®  Â  U¼œbŽË
±Â

√ ¨ ¨
±≥

√ ¨
±≤

√ ¨
±±

√ ∫w¼ ‰Ë_« œuLF�« öšb�Ëت

ÆY�U¦�« œuLF�«Ë w½U¦�« nB�« w� WF�«u�« WKšbL�« w¼ Îö¦�
≥≤

√ WKšbL�«

Æ ?¼  œuLF�«Ë Í nB�« WKšb� w¼  
?¼ È

√ ∫ÊS� ÂUŽ tłuÐË

Æ
≤≤

√ ¨
≥±

√ ∫sO²KšbL�« V²�« ø  W³ð— w¼ UL� ± ≥≠ µ

≤ ¥ ∞

 Ω  X½U� «–≈

Æ ≥  x ≤ Ω …bLŽ_« œbŽ  x ·uHB�« œbŽ Ω  W³ð—

Æ± Ω  Y�U¦�« œuLF�«Ë ‰Ë_« nB�« WKšb� w¼
  ≥±

√

Æ¥ Ω w½U¦�« œuLF�«Ë w½U¦�« nB�« WKšb� w¼
  ≤≤

√

∫©≤® ‰U¦�

∫q×�«

≥ Ω ’ ≥ ≠ ” ≤ ∫ÂUEM�« ÊU� «–≈

 ±± Ω ’ ´ ” µ 

ÆtO� XÐ«u¦�« W�uHB� V²�«Ë ¨ÂUEM�« w�  ’ ¨ ” s¹dOG²LK� √�ö�UFL�« W�uHB� V²ت

≥≠ ≤

± µ

 ∫w¼ �ö�UFL�« W�uHBت

≥ 

±±

 ∫w¼ XÐ«u¦�« W�uHB�
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?¼    Í ¨ ≤

Ω
 ?¼ Í

√ YO×Ð ≥  ≤ W³ðd�« s�  W�uHBL�« V²�√ ?¼ Ω Í ¨ ±

?¼   Í ¨ ±≠

±≠ ±≠ ± 
 Ω

≥±
 √

  ≤±
√

±±
√ 

 Ω 
±≠ ± ≤

≥≤
√

≤≤
√

±≤
√

∫W�Uš  U�uHB�
∫UNM�Ë »�U�uHBL�« WÝ«—œ w� ’Uš —Ëœ UN� w²ت ¼U�uHBL�« iFÐ „UMت

 vL�ð W�U×�« Ác¼ w�Æ…bLŽ_« œbŽ l� ·uHB�« œbŽ UNO� ÈËU�²¹ w²�« W�uHBL�« w¼ ∫WFÐdL�« W�uHBL�« ©±
Æ…bLŽ_« œbŽ Ë√ ·uHB�« œbŽ  Â YOŠ  Â W³ðd�« s� WFÐd� W�uHB� W�uHBL�«

Æ≤ W³ðd�« s� WFÐd� W�uHB� w¼
±≠ ≤ 

Ω  W�uHBL�« Îö¦L�

∞ ≥

ÆbŠ«Ë n� s� W½uJL�« W�uHBL�« w¼Ë ∫nB�« W�uHB� ©≤

Æ≥  ± W³ðd�« s� n� W�uHB� w¼ ≥ ≤≠ ±   Ω  W�uHBL�« Îö¦L�

ÆbŠ«Ë œuLŽ s� W½uJL�« W�uHBL�« w¼Ë ∫œuLF�« W�uHB� ©≥

Æ± ¥ W³ðd�« s� œuLŽ W�uHB� w¼

 ¥≠ 

Ω  W�uHBL�« Îö¦L�
≥

∂

∏

Æ   e�d�UÐ …œUŽ UN� e�d¹Ë Î«—UH�√ UNðöšb� lOLł ÊuJð W�uHB� w¼ ∫W¹dH� W�uHB� ©¥

Æ≥  ≤ W³ðd�« s� W¹dH� W�uHB� w¼
∞ ∞ ∞ 

Ω  W�uHBL�« Îö¦L�

∞ ∞ ∞

?¼ Ω Í  U�bMŽ  ±
 Ω 

?¼ Í
√ YO×Ð WFÐd� W�uHB� w¼ ∫…bŠË W�uHB� ©µ

?¼  Í  U�bMŽ  ∞

ÆWO½U¦�« W³ðd�« s� …bŠË W�uHB� w¼ 
∞ ±

± ∞

 Ω 
≤

 W�uHBL�« Îö¦L� ¨   e�d�UÐ …œUŽ UN� e�d¹Ë

∫©≥® ‰U¦�

∫q×�«
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∫±≠± s¹—ULð

∫©±® ‰U¦�
 ± µ ≤

Ω
?ł »   √  

 ∫X½U� «–≈

∑ ∞ ≥≠ ∑ ∞ ”

Æ≥≠ Ω ” ¨ ± Ω ?ł ¨ µ Ω » ¨ ≤ Ω  √ ∫ÊS�

∫©≤® ‰U¦�

∫q×�«

Æ”  WLO� błËQ� ¨ 
≤ π

Ω
≤ ≤”  

 ∫X½U� «–≈

  ± ∂ ± ”≠ ≤”

ÆW¹ËU�²� …dþUM²L�« öšbL�« ÊS� ÊU²¹ËU�²� sO²�uHBL�« Ê√ ULÐت

≥≠ ¨ ≥ Ω ”  π Ω ≤”

∞ Ω ©≤ ´ ” ®©≥ ≠ ”® ∞ Ω ∂≠ ” ≠
 ≤” ∂ Ω ” ≠

≤”

≤≠ Ω ” ¨ ≥ Ω ” 

Æ≥ Ω ”    ¨ ≥ w¼ ÎUF� sO²�œUFL�« oI×ð w²�« ” WLO�

 ∫sO²�uHB� ÍËU�ð
∫n¹d??Fð

ÆW¹ËU�²� …dþUM²L�« ULNðöšb� X½U�Ë ¨ÊxÂ UN�H½ W³ðd�« ULN� ÊU� «–≈ ¨  ÊU²�uHBL�« ÈËU�²ð

ÆÊ ¨ÆÆÆ ¨ ≤ ¨ ± Ω ?¼ ¨ Â ¨ÆÆÆ ¨ ≤ ¨ ± Ω Í ¨ 
?¼ Í

» Ω
?¼ Í

√ X½U� «–≈  Ω  ∫“u�d�UÐË

π Ω Ÿ ≥ ´ ’≤ ≠ ” ∫ÂUEMK� XÐ«u¦�« W�uHB�Ë
ö�UFL�« W�uHB� V²�√ Æ1ت

±∑ Ω Ÿµ ´ ’µ ≠ ”≤ 

¥≠ Ω ’≥ ´ ”≠
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Æ‰ ¨ Ÿ ¨’ ¨ ” ∫s� Ìq� WLO� b−� ¨
∞ ¥

Ω
≥ ´ ’ ± ≠ ” ∫X½U� «–≈ Æ2

± ´ ‰≥ ±≠ Ÿ≤ ±∞ ± ´ ”≤

Æ” rO�ØWLO� b−� ¨
± ∂

Ω
± ≥ ≠ ≤”  ∫X½U� «–≈ Æ3

≤ ”µ ≠ ≤” ≤ ∂≠
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 ≥ ±

Ω  ¨

  ≤ ±≠ ±  

Ω ¨

  ≥ ≤ ±

Ω  X½U� «–≈∞ ∂
 µ≠ ≥  ∞ ∂  µ ¥

π ∑  

 ´ ©≥  ´ ©≤  ´ ©± ∫WLO�  sJ�« Ê« bł

  µ ± ≤  
Ω 

≤ ´ ≥ ©±≠® ´ ≤ ± ´ ±
Ω ´   ©±

± ∏ ¥  ©µ≠® ´ ∂ ≥ ´ µ ∞ ´ ¥

 ´  Ω ´  Ê√ kŠö½
  µ ± ≤

 Ω   ´ ©≤

   ± ∏ ¥

Æ  ¨ w²³ð— ·ö²šô W�dF� dOž ∫  ´   ©≥

∫©±® ‰U¦�

∫q×�«

±≠≥ »�U�uHBL�« vKŽ  UOKLFت

œuÝ√wMÐ

ÍœôË∏∞π∞

w�Uł—∂∞¥∞

wðU²Ý≥∞≥∞

œuÝ√wMÐ

ÍœôËµµ∂µ

w�Uł—¥µ≥∞

wðU²Ýµ∞¥µ

∫n¹d??Fð
 W�uHB� u¼  ´  e�d�UÐ t� e�d¹Ë sO²�uHBL�« ŸuL−� ÊS�  Ê x Â  W³ðd�« s� sO²�uHB� ¨  X½U� «–«

ÆWMJLL�«  ?¼ ¨ Í rO� lOL−� 
?¼ Í

» ´
 ?¼ Í

√ Ω
 ?¼ Í

 ?ł YO×ÐË  Ê x Â  W³ðd�« s�

ÆULNO� …dþUM²L�« √öšbL�« lL−Ð ÂuI½ UM½S� ¨UN�H½ W³ðd�« ULN� sO²�uHB� lLł bMŽ t½√ Íت

∫lL−�« WOKLŽ ∫ÎôË√

 Ÿ«u½√ WŁöŁ ULNM� q� Z²M¹Ë tK�« Â«— w� dšü«Ë qOK��« w� UL¼bŠ√ W¹cŠú� ÊUFMB� bLŠ√ bMŽ 

ÆwM³�« ÊuK�«Ë œuÝ_« ÊuK�« ∫sO½uKÐ Ÿu½ q�Ë åwðU²Ýò ¨ åw�Uł—ò ¨ åÍœôËò ∫W¹cŠ_« s�

∫sOO�U²�« sO�Ëb−�« w� UL� ≤∞∞≥ WMÝ —«–¬ dNý s� ‰Ë_« Ÿu³Ý_« w� sOFMBL�« ÃU²½≈ ÊU� «–S�

∫©≤® ‰U¦�

qOK��« lMB�tK�« Â«— lMB�
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∂ ≤
Ω

 ≥  ≤ ± ≤
Ω ≤ ∫ÊS� 

≥ ±
Ω  X½U� «–≈

±∞≠ ¥ µ≠ ≤ ≤ ≤ µ≠ ≤

≠ Ω

≥≠ ±≠

Ω  ©±≠® ¨

≥

≤

±

≤
Ω 

±

≤
µ ≤≠

µ≠

≤ ±

Æ√  W�uHBLK� wFL−�« dOEM�«  © ≠® W�uHBL�« vL�ð Æ ©W¹dHB�« W�uHBL�«® 
≤

 Ω © ≠® ´  ∫Ê√ kŠô

∫ÕdD�« WOKLŽ ∫ÎU¦�UŁ

 Æ  ≠  ∫WLO� bł ¨

 ≥≠ ±

 Ω  ¨

±≠ ≤

Ω  X½U� «–≈
∞ ≤≠ ± ≥

≤ ±
 Ω

≥ ±≠
´

±≠ ≤
Ω  © ≠® ´  Ω   ≠  

± µ ∞ ≤ ± ≥

»�öšbL�« s�  W�uHBLت »�öšb� ÕdÞ s� Z²Mð  ≠  W�uHBLت öšb� Ê√ kŠôت

Æ  W�uHBL�« w� UN� …dþUML�«

∫q×�«

ÆWHK²�L�« UN�UM�QÐ W¹cŠ_« s� ÊUFMBL�« t−²M¹ U� ŸuL−� q¦Lð w²�« W�uHBL�« V²�√

 ÊS� tK�«  Â«— lMB� ÃU²½≈  W�uHBL�   e�d�«Ë qOK��«  lMB� ÃU²½≈  W�uHBL�  e�d�«  UM�b�²Ý« «–≈

∫w¼ ÎUF� ÊUFMBL�« t−²M¹ U� W�uHB�

±µµ  ±≥µ

∑∞  ±∞µ

∑µ ∏∞

  Ω 

∂µ µµ

≥∞ ¥µ

¥µ µ∞

  ´ 

π∞ ∏∞

¥∞ ∂∞

≥∞ ≥∞

 Ω  ´ 

∫q×�«

∫wIOIŠ œbFÐ W�uHB� »d{ WOKLŽ ∫ÎUO½UŁ
∫n¹d??Fð

∫YO×Ð  Ê xÂ  W³ðd�«  s�   W�uHB�   „  ÊS�  ÎUOIOIŠ Î«œbŽ „ ÊU�Ë  Ê  Â   W³ðd�«  s� W�uHB�   X½U� «–≈

ÆWMJLL�«  ?¼ ¨ Í  rO� lOL−� 
 ?¼ Í

√ „ Ω
 ?¼ Í

 ?ł

Æt�H½ œbF�UÐ W�uHBL�« w� WKšb� q� »dCÐ ÂuI½ UM½S� ¨wIOIŠ œbFÐ W�uHB� »d{ bMŽ t½√ Í√

∫©≥® ‰U¦�

∫n¹d??Fð
Æ© ≠® ´  Ω   ≠   ∫ÊS� UN�H½  W³ðd�« s� sO²�uHB�  ¨   X½U� «–≈ 

∫©¥® ‰U¦�
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∫wIOIŠ œbFÐ  U�uHBL�« »d{Ë  U�uHBL�« lLł hzUBš

∫ÊS�   „ X½U�Ë  Ê xÂ  W³ðd�« s� ≈–» �U�uHB�  ¨  ¨  X½Uت

©q¹b³²�«®   ´  Ω  ´  Æ±
©lOL−²�«®  ©  ´ ® ´   Ω  ´ ©  ´  ® Æ≤

©b¹U×L�« dBMF�«®   Ω  ´  Ω   ´  Æ≥
©wFL−�« dOEM�«®  Ω ≠ ´  Æ¥

 „ ´  „ Ω ©  ´ ® „ Æµ
 „  ´ „   Ω „ ©  ´ ® Æ∂

∫©µ®‰U¦�

∫q×�«

∞ ±

  ≥ ´  ≤ Ω 

±≠ ±

´ ∫WO�uHBL�« W�œUFL�« qŠ
≤ ∞ ∞ ±

∞ ±

  ≥ ´  ≤ Ω 

±≠ ±

´ 
≤ ∞ ∞ ± 

 ∫Z²M¹ b¹U×L�« dBMF�«Ë lOL−²�« WO�Uš Â«b�²Ý«Ë W�œUFL�« w�dÞ v�≈ © ≠® W�U{SÐ

∞ ≥

´   Ω 

±≠ ±

∂ ∞ ∞ ±

∞ ≥≠

 W�U{SÐ∫Z²M¹ wFL−�« dOEM�«Ë lOL−²�« WO�Uš Â«b�²Ý«Ë W�œUFL�« w�dÞ v�≈

∂≠ ∞

Æ

±≠ ≤≠

Ω

∞ ≥≠

´

±≠ ±

 Ω 
∂≠ ± ∂≠ ∞ ∞ ±

ÆWÐUłù« W×� s� oI×ð

V¹—bð
U�uHBL�« lOLł WŽuL−�  YOŠ WOK¹b³ð …d�“ ©´ ¨ ® ÂUEM�« Ê√ sOÐ rŁ ¨hzUB��« Ác¼ W×� s� oI×ðت

Æ Ê xÂ W³ðd�« s�
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∫X½U� «–≈ Æ±
 ∞ ≤ 

Ω  ¨
 ¥ ≥  

Ω  ¨
  ≤ ≥ 

 Ω

µ ∞ ¥≠ ∞ ± µ

∫wK¹ UL� Îö� b−�

Æ©  ´ ® ≠ ©  ´ ® Æ≤  ´  ´  ≤ Æ±

∫WIÐUD²L�« W×� s� oI×ð Æ≤
∞ ∞

± ∞

  œ ´  

∞ ∞

∞ ±

  ?ł ´  

± ∞

∞ ∞

» ´

∞ ±

∞ ∞

√ Ω

» √

œ  ?ł

ÆUNð«– WI¹dD�UÐ   �U�uHB� ¥ ŸuL−Lت

≤≠ ≥

≤ ±

W�uHBL�« V²�« rŁ 

∫WO�uHBL�« W�œUFL�« qŠ Æ≥
± ±

´ ≤ Ω©
≤ ≥

´ ® ≥≠
∞ ± ¥ ±≠

Ó Ó Ó Ó

 U³¹—bð
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Æ ·uH� œbŽ ÍËU�¹ ô   …bLŽ√ œbŽ Ê_ ·dF� dOž »dC�« q�UŠ ∫

∫ U�uHBL�« »d{ ∫ÎUFÐ«—

‰±
?ł

?¼±
?ł

≤±
?ł

±±
?ł

‰ Í
?ł

?¼ Í
?ł

≤Í
?ł

±Í
?ł

‰ Â
?ł

?¼ Â
?ł

?≤Â
?ł

±Â
?ł

  Ω

‰±
»

?¼±
»

≤±
»

±±
»

‰≤
»

?¼≤
»

≤≤
»

±≤
»

‰ Ê
»

?¼ Ê
»

≤Ê
»

±Ê
»

Ê±
√

≥±
√

≤±
√

±±
√

Ê Í√
≥Í√

≤Í√
±Í√

Ê Â√
≥

Â√
≤

Â√
±

Â√

‰ x Â ‰ x Ê Ê x Â

 ± ≤≠ ∞
 Ω  ¨

 ≤ ± 
Ω  X½U� «–≈

µ   ≥ ≥≠ ¥ ≥ 

Æ  ¨   ∫s� Îö� ©sJ�« Ê≈® błË√

  …bLŽ√ œbŽ Ê_ ·dF�  »dC�« q�UŠ Ê–≈ ≥  ≤ W³ðd�« s�   ¨ ≤  ≤ W³ðd�« s�  

Æ ·uH� œbŽ Ω

 ± ≤≠ ∞  ≤ ±

Ω 
µ ≥ ≥≠ ¥ ≥ 

 µ  ≤  ´  ±  ± ≥  ≤  ´  ≤≠  ± ≥≠ ≤ ´  ∞  ± 
Ω

µ ¥ ´  ±  ≥ ≥ ¥ ´  ≤≠  ≥ ≥≠ ¥ ´ ∞  ≥

Æ
±± ¥ ∂≠

Ω
≤≥ ∂ ±≤≠

∫©∂® ‰U¦�

∫q×�«

∫n¹d??Fð
  W�uHB� u¼ »dC�« q�UŠ ÊS� ‰ x Ê W³ðd�« s� W�uHB�  ¨ Ê x Â W³ðd�« s� W�uHB�  X½U� «–≈ 

Æ ?¼ Ê
 »

  Ê Í
√ ´ ÆÆÆ ´

  ?¼ ≥
 »

  ≥ Í
√ ´

  ?¼ ≤
 »

  ≤ Í
√ ´

 ?¼ ±
 »

  ± Í
√ Ω

 ?¼ Í
 ?ł YO×Ð ‰ x Â W³ðd�« s� 

 œuLF�«Ë v�Ë_« W�uHBL�« s�  Í nB�« w� …dþUM²L�« öšbL�« »d{ q�«uŠ ŸuL−� Ω  
 ?¼ Í

 ?ł  WKšbL�« Ê√ Í√

∫qJA�« kŠô ÆWO½U¦�« W�uHBL�« s�  ?¼

≤ x ≤≥ x ≤

≥ x ≤
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µ≠ ≤≠ ±  
  Ω  ¨

 ±≠ ≤

Ω  X½U� «–≈

∞ ¥ ≥ 

∞ ± 

  ¥ ≥≠

øZ²M²�ð «–U� Æ   ¨  ∫s� Îö� ©sJ�« Ê≈® błËQ�

 q�UŠ p�c�Ë ¨·dF� »dC�« q�UŠ Ê–≈ ≥  ≤ W³ðd�« s�  ¨ ≤  ≥ W³ðd�« s� 

Æ·dF� »dC�«

±∞≠ ∏≠ ±≠

Ω
 µ≠ ≤≠ ± 

 ±≠ ≤

Ω µ≠ ≤≠ ±

 ∞ ¥ ≥

∞ ±

  ±µ ≤≤ π ¥ ≥≠ 

 ≤±≠ ±µ  
Ω

 ±≠ ≤
 µ≠ ≤≠ ± 

 Ω 

 ±± ∑≠
  ∞ ±

 ≥ ∞ ±  

  ¥ ≥≠

∫q×�«

∫©∑® ‰U¦�

ÆWOK¹b³ð dOž ½U�uHBL�« »d{ WOKLŽ Ê√ Í√    Ê√ kŠöت

∫q×�«

∫©∏® ‰U¦�∫Ÿ¨ ’ ¨ ” ©qO¼U−L�«® »��dOG²L�« w� WOD»ت �ôœUFL�« s� wðü« ÂUEM�« p¹bت

π Ω Ÿ≥ ´ ’ ≤ ≠ ”

∂≠ Ω Ÿ ≠ ’ ≥ ´ ”≠

±∑ Ω Ÿµ ´ ’µ ≠ ” ≤

ÆWO�uHB� W�œUFLÐ ÂUEM�« «c¼ q=¦�

∫WOðü« W�œUFL�UÐ ÂUEM�« qO¦Lð sJL¹

  π ”  ≥ ≤≠ ±

∂≠ Ω ’ ±≠ ≥ ±≠

±∑ Ÿ  µ µ≠ ≤

XÐ«u¦�« W�uHB� ت«dOG²L�« W�uHB� تö�UFL�« W�uHB�

≤ x ≥
≥ x ≤

≥ x ≥

12



∫ U�uHBL�« »d{ WOKLŽ hzUBš
 „ X½U�Ë ¨W�dF� WO�U²�« U³F�« w� lL−�«Ë »dC�« WOKLŽ Ê« YO×Ð—»ت ≈–» �U�uHB�  ¨  ¨  X½Uت

∫ÊS�

©lOL−²�«® © ®   Ω  © ® Æ±
©sOLO�« s� l¹“u²�«®  ´   Ω ©  ´ ®   Æ≤
©—U�O�« s� l¹“u²�«®  ´   Ω  ©   ´ ® Æ≥

©…b¹U×L�« W�uHBL�«  ®   Ω  Ω   Æ¥
 ©  „®  Ω   ©  „® Ω © ® „Æµ

∫q×�«

∫©π® ‰U¦�

∫q×�«

∫©±∞® ‰U¦�

øZ²M²�ð «–U� Æ   błËQ�  

∂≠  ¥  

≥ ≤≠
  Ω  ¨ 

∂ ≥

¥ ≤
 Ω  X½U� «–«

≤
h Ω  

∞ ∞

∞ ∞
  Ω  

∂≠  ¥  

≥ ≤≠

∂ ≥

¥ ≤
  Ω 

ÆW¹dHB�« W�uHBL�« u¼ sO²¹dH� dOž sO²�uHB� »d{ q�UŠ ÊuJ¹ Ê√ sJL¹ t½√ Z²M²�½

≤ µ

±≠ ≤≠
  Ω  ¨  

µ ±≠

≥≠ ≤  
  Ω  ¨ 

≥ ≤

∂ ¥
 Ω  X½U� «–≈

øZ²M²�ð «–U� Æ ?ł √ ¨ » √  błËQ�

± ¥

≤ ∏
  Ω

µ ±≠

≥≠ ≤  

≥ ≤

∂ ¥
  Ω 

± ¥

≤ ∏
  Ω  

≤ µ

±≠ ≤≠

≥ ≤

∂ ¥
Ω 

»d{ WOKLŽ w� WII×²� dOž ‰«e²šô« WO�Uš Ê√ Í√  ¨  Ω  Ê√ Z²M²�½

Æ »�U�uHBLت
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∫≤≠± s¹—ULð
∫wK¹ UL� q� WLO� ©sJ�√ Ê≈® bł Æ±

 ≤ µ  ∞ ± ≥ 
  ©»

 ≤ π≠ ≥  ±≠ ≤ 
 ©√

∞ ≤≠ ¥ ±≠ ≤ ∂≠ ∑ µ ≥ ¥ 

∞ ±

 Ω ¨

± ∞ ≤ 

 Ω ¨

 ≤≠ ±

Ω  X½U� «–≈ .≤≤ ≥
≤≠ ± ± ± ≥

 ±≠ ≤

Æ© ®   Ω  © ® ∫Ê√ s=OÐ 

 ≤ ´ 
≤

 ´ 
≤ ≤

©  ´ ®∫Ê√ s=OÐ ¨  

±  ±

±≠ ¥
  Ω  ¨  

±≠  ±

±≠ ≤
 Ω  X½U� «–≈ Æ≥

Æ  Ω  ÊöF−ð sO²K�« ’ ¨ ” s� q� WLO� bł ¨  

± ”

± ’
  Ω  ¨  

±≠  ≤

≥ ≤
 Ω  X½U� «–≈ Æ¥

∫ »U�uHBL�« Â«b�²ÝUÐ WOðüت ôœUFL�« V²�≈ Æµ
≥ Ω Ÿ ´ ’ ≠ ” ©» ¥ Ω ’ ´ ”∂ ©√ 

± Ω Ÿ ≤ ´ ’ ≠ ” ±≠ Ω ’≤ ´ ”≥ 

± Ω Ÿ ≠ ”≤ ´ ’

Ó

Ó
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∫©±®WEŠö�
 —uBð bFÐ ZðUM�« œb×L�UÐ tO� WKšb� q� »dCÐ p�–Ë ‰Ë_« nB�« öšb� W�ôbÐ X�dŽ œb×L�« WLO� Ê√ kŠö¹ت

Æ?¼´Í©±≠®∫…bŽUI�« o�Ë »dC�« q�U×� …—Uý≈ ¡UDŽ≈Ë WKšbL�« ÁcN�  ?¼  œuLF�«Ë  Í  nB�« VDý

≥≤
”

≤≤
”

≥≥
”

≤≥
”

±±
” Ω

≥±
”

≤±
”

±±
”

 ©
±±

”®
±́ ±

©±≠® Ω œb×L�« WLO� w� ‰Ë_« »dC�« q�UŠ Îö¦L�
≥≤

”
≤≤

”
±≤

”

≥≥
”

≤≥
”

±≥
”

Æ  œb×� WLO� b−� ¨

µ ≥

 Ω   X½U� «–≈
¥ ≤

≤ Ω µx≤  ≠  ¥x≥ Ω

µ ≥

 Ω
¸  ¸

¥ ≤

          

(Determinants) ±≠≤ »�œb×L»ت
 W�uHBL�« jÐ— sJL¹ sJ�Ë ª Î«œbŽ X�O� UNð«– b×Ð w¼Ë qJA�« qOD²�� rOEMð w¼ W�uHBL�« Ê√ UM�dŽ

«œb×L�« sŽ UM¦¹bŠ dBIMÝË ¨UNðUIO³DðË U�uHBL�« w� t²OL¼√  t�  W�uHBL�« œb×� vL�¹ wIOIŠ œbFÐ WFÐdL�«

ÆW¦�U¦�«Ë WO½U¦�« W³ðd�« s� WFÐdL�« »�U�uHBL�UÐ WD³ðdLت

∫q×�«

∫©±® ‰U¦�

∫WO½U¦�« W³ðd�« s� WFÐdL�« W�uHBL�« œb×�  ∫n¹d??Fð

∫«cJ¼ ·dF¹  ¸  ¸ e�d�UÐ t�  e�d¹ Ë   œb×� ÊS�  
≤±

” 
±±

”

≤≤
” 

±≤
”

  Ω  X½U� «–≈

Æ
±≤

”
≤±

”  ≠
≤≤

”
±±

” Ω
≤±

” 
±±

”

≤≤
” 

±≤
”

  Ω  ¸  ¸

∫W¦�U¦�« W³ðd�« s� WFÐdL�« W�uHBL�« œb×�  ∫n¹d??Fð

∫wK¹ UL�  ¸  ¸ ·dFO�

≥±
”

≤±
”

±±
”

Ω  X½U� «–≈ 
≥≤

”
≤≤

”
±≤

”

≥≥
”

≤≥
”

±≥
”

≤≤
”

±≤
”

≤≥
”

±≥
”

  ≥±
” ´

≥≤
”

±≤
”

≥≥
”

±≥
”

  ≤±
” ≠

≥≤
”

≤≤
”  

±±
” Ω

≥±
”

≤±
”

±±
”

  Ω  ¸  ¸

≥≥
”

≤≥
”

≥≤
”

≤≤
”

±≤
”

≥≥
”

≤≥
”

±≥
”
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∫©≤®WEŠö�
ÆWIÐU��« WEŠöL�« o�Ë œb×L�« WLO� œU−¹ù œuLŽ Í√ Ë√ n� Í√ Â«b�²Ý« sJL¹

Æ ‰Ëô« nB�« √öšb� Â«b�²ÝUÐ ∫ÎôËت
¥ ≥ ≤

∫WLO� bł 

Æw½U¦�« œuLF�« öšb� Â«b�²ÝUÐ ∫ÎUO½UŁت
∑ µ ∂

∏ π  ±≠

∫ÎôË√

µ ∂  
¥ ´

 ∑ ∂
≥ ≠

  ∑ µ
≤ Ω

 ¥ ≥ ≤

π ±≠ ∏ ±≠   ∏ π

∑ µ ∂

 ∏ π ±≠

≤µ Ω µπ ¥ ´  µµ  ≥  ≠  ≤≥≠  ≤ Ω

∫ÎUO½UŁ

¥ ≤  
π≠

 ¥ ≤
µ´

  ∑ ∂
≥≠ Ω

 ¥ ≥ ≤

∑ ∂ ∏ ±≠   ∏ ±≠

∑ µ ∂

  ∏ π ±≠

ÆsO−ðUM�« ÍËU�ð kŠô Æ≤µ Ω ±∞-  π  ≠  ≤∞  µ  ´  µµ  ≥≠ Ω

∫©≤® ‰U¦�

∫q×�«

∫©≥®WEŠö�
∫WOðü« WK¹b³�« WI¹dD�UÐ W¦�U¦�« W³ðd�« s� WFÐdL�« W�uHBLK� œb×L�« WLO� œU−¹≈ sJL¹

ÆÎU��Uš Î«œuLŽË ÎUFÐ«— Î«œuLŽ ∫s¹b¹bł s¹œuLŽ U½ =u
ÓJÔO

 � w½U¦�«Ë ‰Ëô« s¹œuLF�« WO½UŁ …d� V²J½ ≠±

≥≠ ½−öšbL�« »d{ q�«uŠ lLت öšbL�« »d{ q�«uŠ UNM� ÕdD½Ë t� sO¹“«uL�« s¹dDI�«Ë fOzd�« dDI�« vKŽت

Æœb×L�« WLO� u¼ ZðUM�« ÊuJO� Èdš_« WŁö¦�« —UD�_« vKŽ

≥ ≤

µ ∂

π ±≠

¥ ≥ ≤

∑ µ ∂

∏ π   ±≠

 ∫V²J½ oÐU��« ‰U¦L�« w� œb×L�« WLO� œU−¹ù Îö¦L�

≤µ Ω ≤µ∞ ≠ ≤∑µ  Ω ©±¥¥ ´ ±≤∂ ´ ≤∞≠® ≠ ©≤±∂ ´ ≤±≠ ´ ∏∞® Ω œb×L�« WLO�

∏∞≤±≠≤±∂

≤∞≠±≤∂±¥¥

fOzd�« dDI�«
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 ÎUÐËdC� wK�_« œb×L�« WLO� ÍËU�ð ZðUM�« œb×L�« WLO� ÊS� ULNOF{Ë  œb×L�« ·uH� s� sOH� q¹b³ð bMŽ Æ≥
ÆwK�_« œb×L�« WLO� …—Uý≈ dOG²ð Í√ ©±≠® w�

Æp�– s� oI×ð Æ±µ ≠Ω

 ¥ ±≠ ∞

  ¨ ±µ Ω 

 µ ±≠ ≥

 Îö¦L�≥≠ ≤ ∞ ≥≠ ≤ ∞

µ ±≠ ≥ ¥ ±≠ ∞

∫ «œb×L�« hzUBš
 WO�U²�« hzUB��« s� …œUH²Ýô« sJL¹ t½S� ¨…dO³� Î«œ«bŽ√ öšbL�« X½U� «–≈ W�Uš œb×L�« WLO� »U�Š qON�²�

∫…dýU³� n¹dF²�« Â«b�²ÝUÐ UNðU³Ł≈ sJL¹ w²�«Ë «œb×LK�

ÆÎ«dH� ÍËU�ð œb×L�« WLO� ÊS�  Î«—UH�√ UNK� n� Í√ öšb� X½U� «–≈ Æ±

 ∞ Ω

∞ ∞ ∞

 Îö¦L�∑ µ ≤

≤ ≥ ± 

ÆdOG²ð ô œb×L�« WLO� ÊS� UN³Oðdð fHMÐ ·uHB�UÐ …bLŽ_«Ë …bLŽ_UÐ ·uHB�« q¹b³ð bMŽ Æ≤

Æp�– s� oI×ð Æ  ±µ Ω

∞ ∞ ≥

 ¨ ±µ Ω

µ ±≠ ≥

 Îö¦L�±≠ ≤ ±≠ ≥≠ ≤ ∞

¥ ≥≠ µ ¥ ±≠ ∞

ÆÎ«dH� ÍËU�¹ W�uHBL�« pKð œb×� ÊS� dš¬ n� UHŽUC� s� ·uHB�« bŠ√ ÊU� «–≈ Æ¥

©
±
’≤ Ω 

≥
’ Ê√ kŠô® ÆdH� Ω

≤ ¥ ±

 Îö¦L�±≠ ∂ µ

¥ ∏ ≤

ÆdOG²ð ô œb×L�« WLO� ÊS� dš¬ n� w� U¼dzUE½ UHŽUC� œb×� w� n� Í√ öšbL� XHO{√ «–≈Æµ

±µ Ω

≥∂ ±≥

±µ µ
 Ω

 ±µ   ≤ ´ ∂ µ  ≤´≥  

¨ ±µ Ω

  ∂ ≥

  Îö¦L�
±µ µ ±µ µ
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 ÊuJ¹Ë œb×L�« Ã—Uš Ácš√ sJL¹ q�UF�« «c¼ ÊS� œb×� w� n� d�UMŽ lOLł w�  „  „d²A� q�UŽ błË «–≈ Æ∂
Æ©„d²AL�« q�UF�« «c¼ cš√ bFÐ® ZðUM�« œb×L�«   „ Ω wK�_« œb×L�«

©
≤
’ s� „d²A� q�UŽ ∂ Ã«dš≈®

≤≠ µ

  ∂ Ω

≤≠ µ

Îö¦L�
≤ ± ±≤   ∂

∑≤ Ω ©≤ ´ ±∞® ∂ Ω

Æ œ—Ë UL¦OŠ œuLŽ WLKJÐ n� WLK� ‰«b³²Ý« bMŽ W×O×� hzUB��« Ác¼ lOLł vI³ð ∫©¥®WEŠö�

∫©≥® ‰U¦�

∫ÊU¼d³�«

Æ   „ ¨ ¸   ¸ ≤„ Ω ¸   „ ¸  Ê√ X³ŁQ� WO½U¦�« W³ðd�« s� W�uHB�    X½U� «–≈

≤±
√ „

±±
√ „

≤≤
√ „

±≤
√ „

  Ω  „ 
≤±

√ 
±±

√

≤≤
√ 

±≤
√

 Ω   sJ²�

©
±
’ s� „d²A� q�UŽ „ Ã«dš≈® 

≤±
√ 

±±
√

≤≤
√ „

±≤
√ „

  „ Ω
≤±

√ „
±±

√ „

≤≤
√ „

±≤
√ „

  Ω ¸  „¸ 

©
≤
’ s� „d²A� q�UŽ „ Ã«dš≈® 

≤±
√ 

±±
√

≤≤
√ 

±≤
√

≤„ Ω

.»uKD*« u¼Ë ¸  ¸  ≤„ Ω

Æ  „ ¨ ¸  ¸  Ê „ Ω ¸  „¸ ÊS�  Ê  W³ðd�« s� WFÐd� W�uHB�  X½U� «–« ∫ÂUŽ tłuÐ

∫©¥®‰U¦�

∫q×�«

dH� Ω  

± √  ?ł´»

±  »  √ ´ ?ł

± ?ł  √ ´ »

  ∫Ê√ U³Łùت »œb×L�« ’«uš Âb�²Ý»ت

©œb×L�« WLO� dOG¹ ô dš¬ v�≈ œuLŽ W�U{≈® 

± √ √´ ?ł´»

± »        »´ √ ´?ł

± ?ł ?ł´ √´»

 Ω  

± √  ?ł´»

± »  √ ´ ?ł

± ?ł  √ ´ »

©„d²A� q�UŽ Ã«dš≈® 

± √ ±

± » ±

± ?ł ١

  ©?ł ´ » ´ √® Ω

.©Î«dH� œb;« WLO� qF−¹ s¹œuLŽ ÍËU�ð®  ∞ Ω ∞  ©?ł ´ » ´ √® Ω
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∫≥≠± s¹—ULð
∫WOðü« »�U¹ËU�²L�« s� q� w� W�b�²�Lت ±œb×L�« hzUBšØWO�Uš d�–√ Æ»ت

∑ ¥ ±

∏ µ ≤

π ∂ ≥

  Ω  

≥ ≤ ±

∂ µ ¥

π ∏ ∑

©»  ∞  Ω  

∂≠ ≤

≥≠ ±
©√ 

≥≠ ≤

±π ∞
 Ω  

≥≠ ≤

∑ ∏
©œ ∞ Ω  

≤ ≥ ¥≠

± µ ∂

≤ ≥ ¥≠

©?ł 

∫sOO�U²�« s¹œb×L�« s� q� WLO� sO²I¹dDÐ błË√ Æ≤

Æ 

 ≤≠ ¥ ±

∞ ≤ ≥

≥ ¥ ±≠

©» 

∏ ∞ ±≠

¥ ≥ ∑

µ ≤ ≤

©√ 

=
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∫WFÐdL�« W�uHBLK� wÐdC�« dOEM�«  ¥≠±
?¼ Ω Í U�bMŽ ¨ ±

?¼   Í U�bMŽ ¨ ∞
 Ω

 ?¼ Í
 Â YOŠ WFÐdL�« W�uHBL�« UN½QÐ  Ê  W³ðd�« s�   ©…b¹U×L�«® …bŠu�« W�uHB� UM�dŽ Ê√ o³Ý

ÆÊ  W³ðd�« s� U�uHBL�« lOL−�  Ω  Ω   ∫WO�U²�« WO�U��« oI×ð W�uHBL�« Ác¼Ë

∫WFÐdL�« W�uHBLK� wÐdC�« dOEM�«  ∫n¹d??Fð
 ©ÎUÝuJF�® ÎUOÐd{ Î«dOE½ vL�ð  Ê W³ðd�« s�  W�uHBL�« ÊS� ¨  Ê  W³ðd�« s� WFÐd� W�uHB�   X½U� «–≈

 dOEMK� …œUŽ e�d¹ Æ  Ê  W³ðd�« s�  …b¹U×L�« W�uHBL�«   YOŠ¨  Ω  Ω    ÊU� «–≈  W�uHBLK�

Æ±≠  Ω   Ê√ Í√ ¨ ±≠   e�d�UÐ   W�uHBLK� wÐdC�«

∫©±® ‰U¦�

∫q×�«

±≠ ≤

± ±≠
Ω   W�uHBLK� wÐdC�« dOEM�« w¼  

± ±

≤ ±
Ω   W�uHBL�« Ê√ sOÐ

≤
 Ω  

∞ ±

± ∞
  Ω  

± ±

≤ ±

±≠ ≤

± ±≠
  Ω 

±≠

 Ω 
≤

 Ω  

∞ ±

± ∞
  Ω

±≠ ≤

± ±≠

± ±

≤ ±
  Ω

∫©≤® ‰U¦�

∫q×�«

¥ ± ≤

± µ ≥

∞ ≤ ±

  Ω  W�uHBLK� wÐdC�« dOEM�« w¼ 

±π≠ ∏ ≤≠

±∞ ¥≠ ±

∑ ≥≠ ±

  Ω  W�uHBL�« Ê√ sOÐ

≥
 Ω  

∞ ∞ ±

∞ ± ∞

± ∞ ∞

 Ω 

±π≠ ∏ ≤≠

±∞ ¥≠ ±

∑ ≥≠ ±

¥ ± ≤

± µ ≥

∞ ≤ ±

  Ω 

±≠

 Ω 

  ≥
 Ω  

∞ ∞ ±

∞ ± ∞

± ∞ ∞

 Ω  

¥ ± ≤

± µ ≥

∞ ≤ ±

±π≠ ∏ ≤≠

±∞ ¥≠ ±

∑ ≥≠ ±

 Ω
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∫©≥® ‰U¦�

∫ÊU¼d³�«

 ÆwÐd{ dOE½ UN� fO�  

∞ ±

∞ ∞
  Ω   W�uHBL�« Ê√ X³Ł√

’ ”

Ê Ÿ
  Ω 

±≠

  ÎUOÐd{ Î«dOE½  W�uHBLK� Ê√ ÷dH½

≤
 Ω 

±≠  Ω 
±≠

ÆqO×²�� «c¼Ë  

∞ ±

± ∞
 Ω  

’ ”

∞ ∞
≤

 Ω  

’ ”

Ê Ÿ

∞ ±

∞ ∞

Æ»uKDL�« u¼Ë ÆwÐd{ dOE½    W�uHBLK� błu¹ ô 

ÆwÐd{ dOE½ t� fO� dšü« UNCFÐË wÐd{ dOE½ UN� WFÐdL�« U�uHBL�« iFÐ Ê√ kŠö½ WIÐU��« WK¦�_« s�

∫(Singular Matrix) …œdHML�« W�uHBL�«  ∫n¹d??Fð
Æ…œdHM� W�uHB� vL�ð wÐd{ dOE½ UN� fO� w²�« WFÐdL�« W�uHBL�«

Æ…œdHM� dOž W�uHB� vL�ð wÐd{ dOE½ UN� w²�« WFÐdL�« W�uHBL�«Ë

ÆÊU¼dÐ ÊËœ UN�bI½ w²�«Ë WO�U²�« W¹dEM�« s� `C²¹ UL� œb×L�« ‰öš s� …œdHML�« W�uHBL�« eOOLð sJL¹Ë

∫W¹dE½
ÆÎ«dH� Ω ÊU� «–≈ jI�Ë «–≈ …œdHM� W�uHB�    WFÐdL�« W�uHBL�« ÊuJð

∫©¥® ‰U¦�

∫q×�«

ø…œdHM�  

≥ ≤ ±

∂ ¥ ≤

µ ±≠ ≥

  Ω  ¨ 

∂ ≥

≤ ±
  Ω  ¨  

≥ ≤

¥ ±≠
  Ω U�uHBL�« s� Í√

Æ…œdHM� dOž W�uHB�  ∞  ±± Ω 

≥ ≤

¥ ±≠
 Ω

Æ…œdHM� W�uHB�   ∞ Ω 

∂ ≥

≤ ±
 Ω 

Æ…œdHM�  ‰Ëô« nB�« öšb� UHF{ w½U¦�« nB�« öšb� Ê_ ∞ Ω 

≥ ≤ ±

∂ ¥ ≤

µ ±≠ ≥

 Ω
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∫WO½U¦�« W³ðd�« s� WFÐdL�« W�uHBLK� wÐdC�« dOEM�« œU−¹≈
·dF²MÝË ô Â√ W�uHBL� wÐd{ dOE½ œułË vKŽ rJ×�« sJL¹ ½œb×L�« Â«b�²ÝUÐ t½√ WIÐU��« W¹dEM�« s� kŠö»ت

ÆÁœułË ‰UŠ w� WO½U¦�« W³ðd�« s� WFÐdL�« W�uHBLK� wÐdC�« dOEM�« œU−¹≈ WI¹dÞ vKŽ wK¹ ULO�

∫©µ® ‰U¦�

∫q×�«

± ±

≥ ±
  Ω   W�uHBLK� wÐdC�« dOEM�« błË√

’ ”

‰ Ÿ
 Ω 

±≠
 Ê√ ÷dH½

∞ ±

± ∞
  Ω  

± ±

≥ ±

’ ”

‰ Ÿ
  ≤

 Ω 
±≠   Ω 

±≠
 Ê√ ULÐ

∞ ±

± ∞
  Ω 

’≥´” ’´”

‰≥ ´ Ÿ ‰´Ÿ

∞ Ω ’≥´” ÓË ± Ω ’´” 
±

≤
 ≠ Ω ’ ¨ 

≥

≤
 Ω ” ULNM�Ë

± Ω ‰≥´Ÿ ÓË  ∞ Ω ‰´Ÿ p�c�Ë

±

≤
 Ω ‰ ¨ 

±

≤
 ≠ Ω Ÿ ULNM�Ë

±≠  ≥  

± ±≠

±
 Ω  

±≠  ≥  

± ±≠

±

≤
 Ω 

±

≤
≠  

≥

≤

±

≤

±

≤
≠

 Ω
±≠

∫Ê√ Í√

fOzd�« dDI�« vKŽ sO²KšbL�« q¹b³ð bFÐ  sŽ W−ðUM�« W�uHBL�« 
±

 œb×�
 Ω

±≠

Ædšü« dDI�« vKŽ sO²KšbL�« wð—Uý≈ dOOGðË ©
≤≤

√ ¨
±±

√ sO²KšbL�« Íu×¹ Íc�«®

∫wðü« rOLF²�« v�≈ U½œuI¹ «c¼Ë

Æ 
≤±

”≠ 
≤≤

” 

±±
”

±≤
”≠ 

±
  Ω ±≠  ÊS� ∞  ÊU�Ë  

≤±
” 

±±
” 

≤≤
” 

±≤
” 

  Ω   X½U� «–«
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∫¥≠± s¹—ULð
ø…œdHM� WO�U²�« ±U�uHBL�« s� Í√ Æت

Æ  

≤ ±≠ ±

±≠ ≤ ±

±   ± ≤

  Ω  ¨ wIOIŠ œbŽ ” ¨ 

±≠ ”

” ±
  Ω  ¨  

≤  ±

± ±≠
  Ω 

Æ…œdHM� W�uHB�  

± ”

±≠” ∞
  W�uHBL�« qF−ð w²�« WOIOI×�« ” rO� Ø WLO� bł Æ≤

Æ 

µ ≤ ±±≠

±≠ ±≠ ≥

±≠ ∞ ≤

  W�uHBL�« u¼  

≥ ≤ ±

¥ ± ±

µ ¥ ≤

  W�uHBLK� wÐdC�« dOEM�« Ê√ sOÐ Æ≥

Æ  Ω 
±≠

 Ê√ X³ŁQ�  

±

≤

≥

≤

≥

≤
 ≠

±

≤

 Ω X½U� «–≈ Æ¥
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النھایات والاتصال
2

الوحدة الثانیة
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©Limit Theorems®  U¹UNM�«  U¹dE½   1≠2

 WK¹uÞ WOKLŽ ÊuJð Ê√ sJ1 ‰Ëbł s¹uJð vKŽ œUL²ŽôUÐ WDI½ bMŽ Ê«d²�ô« W¹UN½ »U�Š WOKLŽ Ê√ UM� 5³ð

 d�OÐ  W¹UNM�«  »U�ŠË  ¨l{u�«  «c¼  W'UF�  w�  bM³�«  «c¼  w�  UNÝ—bMÝ  w²�«   U¹UNM�«   U¹dE½  U½bOHðË  ªW�UýË

ÆU¼dOžË WO³�M�«  U½«d²�ô«Ë œËb(«  «dO¦� q¦�  U½«d²�ô« iFÐ w� W�U�ÐË ¨W�uNÝË

©±® ‰U¦�

Æ©”®‚
± ← ”

 błË√  ¨ ∋  ”¨≥ Ω ©”®‚ sJO�

WOIOI(« ” rO� lOL'  ≥ Ω ©”®‚ Ê√ U0

5LO�« WNł s� ± s� W³¹d� ÎULO� ” c�²ð U�bMŽ t½S�

Æ©π≠±® qJA�« dE½« ¨—U�O�« Ë√

∫Ê√ Í√ ª≥ ÍËU�ð ©”®‚ ÊS�

Æ≥ Ω ©”®‚
± ← ”

’

”

≥

±

©π≠±® qJA�«

∫ÂUŽ tłuÐ

∫©±® W¹dE½

Æ?ł Ω ©”®‚
← ”

¨  wIOIŠ œbŽ Í_ t½S� ¨XÐUŁ ?ł YOŠ ¨ ?ł Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

©≤® ‰U¦�

¨ ∋  ” ¨ ” Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

Æ©”®‚ 
≤ ← ”

 błË√

WOIOI(« ” rO� lOL' ” Ω ©”® ‚ Ê√ U0

—U�O�« Ë√ 5LO�« WNł s� ≤ s� ” »d²Ið U�bMŽ t½S�

Æ©±∞≠±® qJA�« dE½« ¨ÎUC¹√ ≤ s� »d²Ið ©”®‚ ÊS�

≤ Ω ©”®‚ 
≤ ← ”

 Ê√ Í√

’

”

≤

≤

©±∞≠±® qJA�«
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∫ÂUŽ tłuÐ

∫©≤® W¹dE½

 Ω ©”®‚
← ”

 ¨  wIOIŠ œbŽ Í_ t½S�  ∋  ” ¨ ” Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

 Ë√  ¨ÕdÞ  Ë√  ¨lLł   UOKLŽ  ULNDÐdð  5½«d²�«  s�  ÊuJ�  Ê«d²�ô  W¹UNM�«  »U�Š  s�  UMMJ9  WO�U²�«  W¹dEM�«

  ÆÊU¼dÐ ÊËœ UN�bI½Ë ªWL�� Ë√ ¨»d{

©≥® W¹dE½

∫ÊS� ÎUOIOIŠ Î«œbŽ ?ł ÊU�Ë Â Ω ©”®?¼
← ”

¨‰ Ω ©”®‚
← ”

 X½U� «–≈

©wIOIŠ œbŽ w� »dC�«®    ‰ × ?ł Ω ©”®‚
← ”

?ł Ω ©”®‚ ?ł
← ”

  ±

©lL'« …bŽU�®   Â ´ ‰ Ω ©”®?¼
← ”

´ ©”®‚
← ”

 Ω ©©”®?¼ ´ ©”®‚®
← 

”

  ≤

©ÕdD�« …bŽU�®  Â ≠ ‰ Ω ©”®?¼
← ”

≠ ©”®‚
← ”

 Ω ©©”®?¼ ≠ ©”®‚®
← 

”

  ≥

©»dC�« …bŽU�® Â × ‰ Ω ©”®?¼
← ”

× ©”®‚
← ”

 Ω ©©”®?¼ × ©”®‚®
← 

”

  ¥

©WL�I�« …bŽU�® ∞ ≠ Â   ◊dAÐ  ¨  
‰

Â
 Ω 

©”®‚

← ”

©”®?¼
← ”

 Ω 
©”®‚

©”®?¼ ← ”

  μ

©≥® ‰U¦�

∫błËQ� ¨ ∂ Ω ©”®?¼
≤ ← ”

¨ ¥ Ω ©”®‚
≤ ← ”

 X½U� «–≈

  ©©”®‚ ≠ ”®
≤ ← ”

  »  ©©”®?¼≤ ´ ©”®‚®
≤ ← ”

√

©μ ´ ©”®
≤
‚®

≤ ← ”

œ  ©
©”®?¼ × ©”®‚

©”®?¼ ´ ”
®

≤ ← ”

?ł
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©”® ?¼≤
≤ ← ”

´ ©”®‚
≤ ← ”

 Ω  ©©”®?¼≤ ´ ©”®‚®
≤ ← ”

√

©”® ?¼
≤ ← ”

≤´ ©”®‚
≤ ← ”

Ω

 ∂ ≤ ´ ¥ Ω

 ±∂  Ω

©”®‚
≤ ← ”

≠ ”

≤ ← ”

 Ω  ©©”®‚ ≠ ”®
≤ ← ”

 »

¥ ≠ ≤ Ω

≤≠ Ω

©©”® ?¼ × ©”®‚®
≤ ← ”

©©”®?¼ ´ ”®
≤ ← ”

 Ω ©
©”® ?¼  ©”®‚

©”®?¼ ´ ” ®
≤ ← ”

 ?ł

©”® ?¼
≤ ← ”

 × ©”®‚
≤ ← ”

©”®?¼
≤ ← ”

´ ”

≤ ← ”

Ω

∂ × ¥

∂ ´ ≤
Ω

≥ Ω

μ 
≤ ← ”

´©”®
≤
‚ 

≤ ← ”

 Ω  ©μ´©”®
≤
‚®

≤ ← ”

œ

μ 
≤ ← ”

´ ©”®‚
≤ ← ”

 ©”®‚
≤ ← ”

Ω

 μ ´ ©¥  ¥® Ω

≤±Ω
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∫5½«d²�« s� d¦�√ qLA²� WIÐU��« ©≥® W¹dEM�« w� »dC�«Ë lL'« wðbŽU� rOLFð sJ1

©”®
Ê
‚

← ”

´ÆÆÆ´ ©”®
≤
‚

← ”

´ ©”®
±
‚

← ”

 Ω©©”®
Ê
‚´ÆÆÆ´©”®

≤
‚´©”®

±
‚®

 ← 
”

  ±

©”®
Ê
‚ 

← ”

 ×ÆÆÆ× ©”®
≤
‚

← ”

 ×©”®
±
‚

← ”

 Ω©©”®
Ê
‚ ×ÆÆÆ×©”®

≤
‚×©”®

±
‚®

 ← 
”

  ≤

∫ZzU²½

ÆVłu� `O×� œbŽ Ê YOŠ ¨  
Ê

©©”®‚
← ”

® Ω
Ê

©©”®‚®
 ← 

”

  ±

ÆVłu� `O×� œbŽ Ê YOŠ 
Ê

 Ω 
Ê

”

← ”

  ≤

∫ ÊS� œËbŠ dO¦� ÎU½«d²�«
∞

´ ”
±

 ´ ∞∞∞´
 ±≠Ê”

±≠Ê
 ´  

Ê
 ”

  Ê
Ω ©”®‚ ÊU� «–≈  ≥

Æ©?ł®‚ Ω
 ∞

 ´ ?ł 
±

 ´ ∞∞∞´ 
±≠Ê

 ?ł
 ±≠Ê

 ´ 
Ê
 ?ł 

Ê
Ω ©”®‚

?ł ← ”

Æ©?ł®‚ ÍËU�ð t�U−� w� ?ł Ω ”  bMŽ ©”®‚ œËb(« dO¦� W¹UN½ Ê√ Í√

∫ÊS� ∞ ≠ ©”®?¼ ¨œËbŠ «dO¦� ©”® ?¼ ¨ ©”®‚ YOŠ ÎUO³�½ ÎU½«d²�«
©”®‚

©”® ?¼
Ω ©”®Â ÊU� «–≈  ¥

 ∞ ≠ ©?ł® ?¼ ◊dAÐ ©?ł® Â Ω
©?ł®‚

©?ł® ?¼
 Ω 

©”®‚

©”® ?¼
?ł ← ”

Ω  ©”®Â

?ł ← ”

Æ© ?ł®Â ÍËU�ð t�U−� w�  ?ł Ω
”  bMŽ ©”®Â w³�M�« Ê«d²�ô« W¹UN½ Ê√ Í√

©¥® ‰U¦�

Æ©∂´”μ´
≥
”¥® 

≤← 
”

 błË√

∫ÊuJ¹ dýU³*« i¹uF²�UÐ Ê–≈ ¨œËbŠ dO¦� Ê«d²�« u¼ ∂ ´ ”μ ´
≥ ”¥ Ω ©”®‚ Ê«d²�ô«

¥∏ Ω ∂ ´ ©≤®μ ´
≥
©≤®¥ Ω  ©∂´”μ´

≥ ”¥®
≤ ← ”
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©μ® ‰U¦�

Æ 
≤´”¥´

≤”

≥´”≤ μ ← ”

 błË√

 ¨μ Ω ” bMŽ Î«dH� ÍËU�¹  ô t�UI�  w³�½  Ê«d²�«  u¼  
≤´”¥´

≤”

≥´”≤
Ω ©”® ?¼ Ê«d²�ô«

∫ÊuJ¹ dýU³*« i¹uF²�UÐ Ê–≈

≤´©μ®¥ ´
≤
©μ®

    ≥´©μ®≤
 Ω  

≤´”¥´
≤”

≥´”≤ μ ← ”

¥∑

    ±≥
 Ω

©¥® W¹dE½

∫ÊS� ÎU³łu� ÎU×O×� Î«œbŽ Ê ÊU�Ë ¨‰ Ω ©”®‚
← ”

 X½U� «–≈

ÆWOłË“ ©Ê® ÊuJð U�bMŽ ∞   ‰ ÊuJð Ê√ ◊dAÐ  ¨   
  ±

Ê

‰ Ω
  ±

    
Ê ©©”®‚

← ”
® Ω

  ±

    
Ê ©©”®‚® 

 ← 
”

 ‰     

Ê

  Ω ©”®‚
← ”

Ê

 Ω  ©”®‚   

Ê

← ”

  Ê√ Í√

©∂® ‰U¦�

∫5²O�U²�« 5²¹UNM�« s� Îö� błË√

 ≤ ´ ”
≥

±∞≠ ← ”

     » π ´
 ≤”

¥ ← ”

√

μ Ω         π´±∂ Ω  ©π´
≤
”® 

¥ ← ”

 Ω    π´
≤”

¥ ← ”

√

≤≠ Ω ≤ ´ ±∞≠
≥

 Ω ©≤´ ”®

±∞≠ ← ”

≥

 Ω ≤´”
≥

±∞≠ ← ”

»
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©1≠2® s¹—U9

∫WO�U²�«  U¹UNM�« s� Ìq� WLO� błËQ� ¨±≠ Ω ©”® „
≤ ← ”

¨ ≥ Ω ©”®?¼
≤ ← ”

¨μ Ω ©”®‚
≤ ← ”

 X½U� «–≈  ±

©”® ‚ ”

©”®„ ´ ©”® ?¼ ≤ ← ”

»  ©©”® ?¼ ≥ ≠ ©”®‚≤®
≤ ← ”

√

©”®
≤
?¼≠©”®

≤
‚   ?ł

 ≤Æ  rO�ØWLO� błËQ� ¨± Ω ©∑´ ”μ ´
≤”®

← ”

 Ê√ XLKŽ «–≈

 ≥∫wK¹ U2 q� WLO� błË√
≥
©μ ≠ ”®

≤ ´
 ¥

©μ ≠ ”≤® ≥ ← ”

?ł
±

≥ ©¥ ≠
 ≤”≥®

≤ ← ”

»
   μ´

≤”    
≤ ← ”

√

©∑® ‰U¦�

Ê«d²�ô« vM×M� ©±±≠±® qJA�« q¦1

©”®‚
π
∂

← ”

błË√  ̈” UŠ Ω ©”®‚

   ∫Ê√ kŠö½ qÐUI*« w½UO³�« rÝd�« s�

” UŠ
π
∂

← ”

Ω ©”®‚
π
∂

← ”

±

≤
Ω

’

”

±

±≠

π−
≤

ππ− ∞ π
∂

±

≤

©±±≠±® qJA�«

∫ÂUŽ tłuÐ

Æ ∋  qJ�    ¨    Uł Ω ”Uł
← ”

  ±

Æ ∋  qJ�    ¨    U²ł Ω ”U²ł
← ”

 ≤
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 μ

©”®‚
≥ ← ”

»  ©”®‚
± ← ”

√

ø  WLO� UL� …œułu� ©”®‚
± ← ”

 X½U�Ë   ̈  

±     ”    ̈  μ´
≤”

 ±      ”    ̈    ” 

Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

©≤” ´ ©± ≠ ”≤®‚¥®
≥ ← ”

błËQ� ∑ Ω ©”®‚
μ ← ”

 X½U� «–≈

¥
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(Limits & Indeterminate Forms) dH�

     dH�
WMÓÒO ÓFÔ*« dOž …—uB�«Ë  U¹UNM�«   2≠2

d¹œUI� „UM¼ Ê√ dOž ÆÎ«dH� ÍËU�ð ÂUI*« W¹UN½ ÊuJð ô√ ◊d²Að U¹UNM�« w� WL�I�« …bŽU� Ê√ ÎUIÐUÝ U½błË

 ¨ 
∞

∞
  Ω 

j�³�« W¹UN½

ÂUI*« W¹UN½
ÊuJð Í√ ¨ ”  ?� WMOF� WLO� bMŽ Î«dH� ÍËU�ð UNO� ÂUI*«Ë j�³�« s� q� W¹UN½ ÊuJð W¹d��

 Ác¼ q¦�  U¹UN½ »U�Š sJ1 sJ�Ë ¨…œb×� W¹œbŽ W−O²½ wDFð ô UN½_ WMOF� dOž …—u� vL�ð …—uB�« Ác¼Ë

 …—uB�« “ËU−²ð ¨W¾�UJ� …—u� vKŽ Íd�J�« Ê«d²�ô« l{u� W¹d³ł  UOKLŽ ¡«dłSÐ ¨ÎU½UOŠ√ ¨W¹d�J�«  U½«d²�ô«

∫WOðü« WK¦�_« s� `C²¹ UL� ¨WMOF*« dOž

©±® ‰U¦�

” ≠
≥
”

±≠ ” ≠
≤ ”≤ ± ← ”

 błË√

∞ Ω ©± ≠ ” ≠
≤”≤®

± ← ”

p�c�Ë ∞ Ω ©” ≠
≥”®

± ← ”

Ê√ kŠö½

∫wK¹ UL� W¾�UJ� …—u� vKŽ Íd�J�« Ê«d²�ô« WÐU²�Ë ÂUI*«Ë j�³�« s� q� qOK% v�≈ Q−K½ p�c�

©±´”® ©±≠”®”

©±´”≤® ©±≠”® ± ← ”

 Ω

” ≠
≥”  

±≠ ” ≠
≤ ”≤ ± ← ”

± ≠ ”  ̈  
©±´”®”

©±´”≤® ± ← ”

Ω

≤

≥
Ω

©≤® ‰U¦�

Æ 
≥≠ ¥´”

μ ≠ ” μ ← ”

błË√

∞ Ω ©μ≠”®
μ ← ”

p�c�Ë ∞ Ω ©≥≠ ¥ ´” ®
μ ← ”

Ê√ kŠö½
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o�«d� w� ÂUI*«Ë j�³�« s� q� »dCÐ p�–Ë ¨W¾�UJ� …—uBÐ Ê«d²�ô« WÐU²� v�≈ Q−K½ «c�

∫wK¹ UL� j�³�«

¥´”≥´            

 ≥´ ¥´”

¥´”≥≠            

μ ≠ ”
μ ← ”

Ω  

¥´”≥ ≠            

μ ≠ ”
μ ← ”

π ≠ ©¥´”®

©≥´   ¥´” ® ©μ≠”®
μ ← ”

Ω

©μ ≠ ”®

©≥´   ¥´” ® ©μ≠”®
μ ← ”

Ω

μ  ”  ̈
±

©≥´   ¥´” ®
μ ← ”

Ω

±

∂
 Ω

©≥® ‰U¦�

Æ 

  ±

 ≤
  ≠  

  ±

≤´”

 ” 
∞ ← ”

 błË√

∞ Ω ”

∞ ← ”

 p�c�Ë ∞ Ω ©
   ± 

 ≤
 ≠ 

  ±       

≤´” ®
∞ ← ”

 ∫Ê√ kŠô

∫wK¹ UL� —UB²šô«Ë  U�UI*« bOŠu²Ð p�–Ë ¨W¾�UJ� …—uBÐ Ê«d²�ô« WÐU²� v�≈ Q−K½ «c�

     

 ” 

©≤´” ®≠≤

©≤´”®≤

∞ ← ”

 Ω 
 ≠    

 ” 

  ±

≤´”

  ±

 ≤

∞ ← ”

©
   ±

  ”
×

” ≠

©≤´”®≤ ®
∞ ← ”

 Ω

∞ ≠ ”   ̈  
 ±≠

©≤´”®≤
∞ ← ”

 Ω

±≠

¥
Ω
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©¥® ‰U¦�

Æ  
 ≥ 

 ≠
≥
”

≠ ” ← ”

  błË√ 

 WÐU²� v�≈ Q−K½ «c�Ë ªWMOF� dOž …—u� Ác¼Ë ¨ 
∞

∞
 Ω W¹UNM�« Ê√ kŠö½ dýU³*« i¹uF²�UÐ

∫q�«uF�« v�≈ qOK×²�UÐ p�–Ë ¨W¾�UJ� Èdš√ …—uBÐ d�J�«

©
≤

´ ”  ´
≤”® ©  ≠ ”®

©  ≠ ”® ← ”

 Ω

 ≥ 
 ≠

≥”

≠ ”
← ”

≠ ”  ̈  ©
≤

 ´ ”  ´ 
≤”®

← ”

 Ω

≤
 ≥   Ω

 ∫rOLFð

  ÆVłu� `O×� œbŽ Ê YOŠ 
±≠Ê

 Ê Ω 

 Ê 
 ≠

Ê
”  

≠ ”
← ”

©μ® ‰U¦�

Æ  
 ∂≤μ ≠ 

¥
©≤ ´ ”®

≥ ≠ ”
≥ ← ”

  błË√ 

≤ ≠ ’ Ω ”    ÊuJð  ̈   ≤ ´ ” Ω ’ Ê√  ÷dHÐ

μ ← ’    ÊS�  ≥ ← ” U�bMŽË

Æ 

¥
μ ≠ 

¥’

μ ≠ ’
μ ← ’

  Ω  
 ∂≤μ ≠ 

¥
©≤ ´ ”®

≥ ≠ ”
≥ ← ”

∴

≥
μ × ¥ Ω

 ±≤μ × ¥ Ω

μ∞∞  Ω
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©2≠2® s¹—U9

∫WO�U²�«  U¹UNM�« s� Ìq� WLO� błË√  ±

 
∏≠”≤´

≤
”

”≤≠ ≤”
≤ ← ”

»
 
± ´”

≤ ≠”≠ ≤”
± ← ”

√

¥ ≠ ”

≤≠  ”
¥ ← ”

œ

 ±

∑
 ≠ 

±
”´≤

μ ≠ ” μ  ← ”

?ł

≤≠ ” ≠
≤”≤´≥”

¥ ≠
≤”

≤≠ ← ”

Ë

 ”

≥ ≠  ” ´π    ∞ ← ”

?¼

∏ ´
≥
 Â

≤ ´ Â ≤≠ ← Â

Õ
” ´±≠

 ”

” ≠±

∞ ← ”

“

∏± ≠ 
¥”

   ≥ ≠ ” ≥ ← ”

  „
 ≥ ≠  ∂ ≠ ”

±μ ≠ ”
±μ  ← ”

◊

≤¥≥ ≠ 
μ
©± ≠ ”®

¥ ≠ ”
¥ ← ”

Â ∏ ≠ 
∂”

¥ ≠
¥”

 ≤ ← ”

‰
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(Continuity)  ‰UBðô«   3≠2

bM³�« «c¼ w�Ë ¨WDIM�« pKð bMŽ Ê«d²�ô« WLOI� ’Uš —U³²Ž« Í√ ÊËœ WDI½ bMŽ Ê«d²�ô« W¹UN½ ÎUIÐUÝ UMÝ—œ

ÆÎUF� t²¹UN½Ë Ê«d²�ô« WLO� ”—bMÝ

∫WDI½ bMŽ Ê«d²�ô« ‰UBð«
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jÝu²� ÊS� ©≤≠≤® qJA�« w� 5³*« Ê«d²�ô« u¼ ©”®‚ Ω ’ ÊU� «–S�

 UNK¦1Ë ¨ 
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©≥® ‰U¦�
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Æμ v�≈ ≤ s� ” dOG²ð U�bMŽ ±
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±∞ Ω ≥ ´ ∑ Ω dOG²�« jÝu²� ÊuJ¹ p�c�Ë ª∞ < ≥Ω ?¼ ÊuJð μ v�≈ ≤ s� ” dOG²ð U�bMŽ »

Æ≥ Ω dOG²�« jÝu²� ÊuJ¹ p�c� ª ∞  >  ≥≠ Ω ?¼  ÊuJð  ±≠  v�≈  ≤ s� ” dOG²ð U�bMŽË
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Ÿ
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©1≠3® s¹—U9
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(First Derivative)  v�Ë_« WI²A*«  2≠3

∫t½QÐ ¨”∆´
±
” v�≈

±
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©±® ‰U¦�
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      ∫WEŠö�
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∫©v�Ë_« WI²A*« Ê«d²�«® o²A*« Ê«d²�ô«
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  błËQ�  ¨ ±≤ Ω ©≥® Ó‚ X½U� «–«

∞ ← Ë   ÊS� ∞ ← ?¼ U�bMŽË ¨  
μ

Ë
 Ω ?¼ ÊuJ²� Ë Ω ?¼ μ Ê√ ÷dH½

μ

Ë
× ≥

©≥®‚ ≠ ©Ë´≥®‚

 ∞ ← Ë

 Ω
?¼≥

©≥®‚ ≠ ©?¼μ´≥®‚

 ∞ ← ?¼

∴

Ë

©≥®‚ ≠ ©Ë´≥®‚

 ∞ ← Ë
≥

μ
 Ω

≤∞ Ω ±≤ ×
≥

μ
 Ω ©≥® Ó‚ ×

≥

μ
 Ω

©π® ‰U¦�

¥ ≠ ”

©±≤®‚ ≠ ©”≥®‚

 ¥ ← ”

  błËQ�   μ Ω ©±≤®Ó‚   ¨∑ Ω ©¥® Ó‚   Ê√ XLKŽ «–≈

±≤ ← Ÿ   ÊS�  ¥ ← ” U�bMŽË ¨
≥

Ÿ

Ω ” ÊuJ²�  Ÿ Ω ”≥ Ê√ ÷dH½

¥ ≠
≥

Ÿ

©±≤®‚ ≠ ©Ÿ®‚

±≤ ←  Ÿ

 Ω
¥ ≠ ”

©±≤®‚ ≠ ©”≥®‚

 ¥ ← ”

∴

±≤ ≠ Ÿ

©±≤®‚ ≠ ©Ÿ®‚

±≤ ←  Ÿ

× ≥  Ω

©±≤®Ó‚ × ≥   Ω

±μ Ω μ × ≥   Ω
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©2≠3® s¹—U9

∫ W�öF�UÐ …UDF� ”∆´≤ v�≈ ≤s� ” dOGð sŽ W&UM�« ’∆ X½U�Ë ©”®‚ Ω ’ X½U� «–≈  ±

∫błËQ�
≤
©”∆®≤ ´ ”∆∂ Ω’∆

Æ≤ Ω ” bMŽ
’œ

”œ
  √

Æμ v�≈ ≤ s� ” dOG²ð U�bMŽ Ê«d²�ô« w� dOG²�« jÝu²�  »

∫UNM� q� ¡«“≈ …—u�c*« WDIM�« bMŽ © błË Ê≈® WOðü«  U½«d²�ô« s� q� WI²A� bł ¨WI²A*« n¹dFð Â«b�²ÝUÐ  ≤

± Ω ”  ̈
≤

”
´ ” Ω ©”®‚   »  ≤ Ω ” ¨  ≥´”μ≠

≤
” Ω ©”®‚  √

± Ω”  ̈ 
± ≥ ”¨  ”¥´

≤”  

  ± < ” ¨  ≥≠ ”∏

Ω ©”®‰ œ  ¥ Ω ” ¨ ¸∏≠”≤¸Ω’   ?ł

ÆUN�U−� 5Ž rŁ ©”®Ó‚ n¹dF²�« Â«b�²ÝUÐ błËQ�    ”≥´μ √ Ω ©”®‚ ÊU� «–≈  ≥

 ¥Æ  
∏ ≠ ”≤

©μ®‚ ≠ ©∑ ≠ ”≥®‚

 ¥ ← ”

  błËQ�   ≥ Ω ©μ® Ó‚ X½U� «–≈
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(Rules of Differentiation)  ‚UI²ýô« bŽ«u�   3≠3

WI²A*« Ác¼ vKŽ ‰uB(« qON�²�Ë ¨U� Ê«d²�ô v�Ë_« WI²A*« œU−¹« w� WI²A*« n¹dFð ÎUIÐUÝ Âb�²�½ UM�

∫WO�U²�« bŽ«uI�« Â«b�²Ý« UMMJ1

 ∫©±® …bŽU�

∋”∀ ∞ Ω ©”®Ó‚ ÊS� ¨XÐUŁ ?ł YOŠ ¨ ?ł Ω ©”®‚  ÊU� «–≈

 ∫ÊU¼d³�«
?ł ≠ ?ł

?¼
 ∞ ← ?¼

  Ω 
©”®‚≠©?¼´”®‚

 ?¼
 ∞ ← ?¼

Ω ©”®Ó‚

     ∞ Ω ∞
 ∞ ← ?¼

 Ω  
∞

?¼
 ∞ ← ?¼

 Ω

©±® ‰U¦�

Æ©≥®Ó‚ ¨ ©”®Ó‚  błËQ�   ±μ √ Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

∋” rO� lOL'  ∞ Ω ©”®Ó‚

 ∞ Ω ©≥® Ó‚ ∴

      ∫©≤® …bŽU�

±≠Ê”Ê Ω ©”®Ó‚ ÊS� 
™
◊ ∋Ê ¨ 

Ê” Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

 ∫ÊU¼d³�«

 ” ≠ Ÿ

©”®‚ ≠ ©Ÿ®‚

” ← Ÿ

 Ω ©”®Ó‚

 ” ≠ Ÿ

Ê” ≠
ÊŸ

” ← Ÿ

 Ω

©≤∞ W×H� rOLF²�« dE½«®
±≠Ê”Ê  Ω
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©≤® ‰U¦�

Æ©≤≠®Ó‚ ¨ ©”®Ó‚  błËQ� ¨ 
μ” Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

∋” rO� lOL' ¨
 ¥”μ Ω ©”®Ó‚

∏∞ Ω 
¥
©≤≠®  ×  μ Ω ©≤≠®Ó‚ ∴

      ∫©≥® …bŽU�

∫ÊS� ∋  ?ł X½U�Ë ¨ ” bMŽ ‚UI²ýö� ÎöÐU� ÎU½«d²�« ©”®?¼ ¨ ©”®‚ s� q� ÊU� «–≈

Æ©”®Ó‚ × ?ł Ω ©”®Ó„  ÊuJ¹Ë¨ ” bMŽ ‚UI²ýö� qÐU�  ©”®‚ × ?ł Ω ©”®„   ±

Æ©”® Ó ?¼ ´ ©”®Ó‚ Ω ©”®ÓŸ  ÊuJ¹Ë  ̈” bMŽ ‚UI²ýö� qÐU� ©”®?¼ ´ ©”®‚ Ω ©”®Ÿ   ≤

Æ©”® Ó ?¼ ≠ ©”®Ó‚ Ω©”®Ó‰  ÊuJ¹Ë  ̈” bMŽ ‚UI²ýö� qÐU�  ©”®?¼ ≠ ©”®‚ Ω ©”®‰   ≥

 ∫ÊU¼d³�«

 Ë

©”®„ ≠ ©Ë ´ ”®„

∞ ← Ë

 Ω  ©”®Ó„    ±

 Ë

©”®‚ ?ł ≠ ©Ë ´ ”®‚ ?ł

∞ ← Ë

 Ω

Æ©”®Ó‚ ?ł   Ω
 Ë

©”®‚ ≠ ©Ë ´ ”®‚

∞ ← Ë

 ?ł   Ω

 Ë

©”®Ÿ ≠ ©Ë ´ ”®Ÿ

∞ ← Ë

 Ω  ©”®ÓŸ   ≤

 Ë

©©”®?¼ ´ ©”®‚® ≠ ©©Ë ´ ”®?¼ ´ ©Ë ´ ”®‚®

∞ ← Ë

 Ω

 Ë

©©”®?¼ ≠ ©Ë ´ ”®?¼® ´ ©©”®‚ ≠ ©Ë ´ ”®‚®

∞ ← Ë

 Ω

 Ë

©”®?¼ ≠ ©Ë ´ ”®?¼

∞ ← Ë

 ´ 
 Ë

©”®‚ ≠ ©Ë ´ ”®‚

∞ ← Ë

 Ω

Æ»uKD*« u¼Ë  ©”® Ó ?¼ ´ ©”®Ó‚ Ω

ÆV�UDK� ÊU¼d³�« „d²¹  ≥
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©≥® ‰U¦�

Æ©≤®Ó‚ błËQ�      
≤” ´

 ≥”μ Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

”≤ ´
 ≤”±μ Ω  ”≤ ´

 ≤”≥ × μ Ω ©”®Ó‚

∂¥ Ω ≤ × ≤ ´ 
≤
©≤® × ±μ Ω ©≤® Ó‚ ∴

 ∫rOLFð

∫t½√ Í√ ‚UI²ýö� 5KÐU� 5½«d²�« s� d¦�√ qLA²�  ©≥® …bŽU� rOLFð sJ1

¨ ” bMŽ ‚UI²ýö� WKÐU� U½«d²�« ©”®
Ê

‚ ¨ÆÆÆ ¨©”®
≤
‚ ¨ ©”®

±
‚ X½U� «–≈

∫ÊS� ∋
Ê 

?ł ¨ ÆÆÆ¨
≤ 

?ł¨
± 

?ł X½U�Ë

Æ©”®
Ê
Ó‚

 Ê 
?ł ∓ÆÆÆ∓ ©”®

≤
Ó‚ 

≤ 
?ł ∓ ©”®

 ±
Ó‚ 

± 
?ł Ω 

Ó ©©”®
Ê
 ‚ 

Ê 
?ł ∓ÆÆÆ∓ ©”®

≤
‚ 

≤ 
?ł ∓ ©”®

±
‚

± 
?ł®

∫’Uš ÌtłuÐË

‚UI²ýö� qÐU� ©”®‚ ÊS� ¨œËbŠ dO¦� ÎU½«d²�«
∞

´ ”
±

 ´ ÆÆÆ ´ 
±≠Ê”

±≠Ê
 ´ 

Ê”
Ê

Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

±
 ´ ÆÆÆ ´ 

≤≠Ê” ©±≠Ê® ×
±≠Ê

 ´ 
±≠Ê”Ê ×

Ê
Ω ©”®Ó‚ ÊuJ¹Ë ¨ ∋”∀

©¥® ‰U¦�

Æ©”® ?Ó ?¼ błËQ�  ±± ´ ”μ ≠
≤”¥ ´

≥”≥ ≠
¥”≤ Ω ©”® ?¼ ÊU� «–≈

μ ≠ ”∏ ´
≤”π ≠

≥”∏ Ω ©”® ?Ó ?¼

©μ® ‰U¦�

± Ω ©≤® ?Ó ?¼ ¨μ Ω ©≤®?¼ ¨©”®?¼≥´©”®‚ Ω ©”®‰ ÊU�Ë ¨”≥´
≤” Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

Æ©≤®Ó‰ błËQ�

©”® ?Ó ?¼≥ ´ ©”®Ó‚ Ω  ©”®Ó‰

©”® ?Ó ?¼≥ ´ ©≥ ´ ”≤® Ω

©≤® ?Ó ?¼≥ ´ ©≥ ´ ≤ × ≤® Ω  ©≤®Ó‰ ⇐

±∞ Ω   ± × ≥ ´ ∑ Ω
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      ∫©¥® …bŽU�

∫sO½«d²�« »d{ q�UŠ WI²A�

∫ÊS� ©”®?¼ × ©”®‚ Ω ©”®‰ ÊU�Ë ¨” bMŽ ‚UI²ýö� ÎöÐU� ÎU½«d²�« ©”®?¼ ¨©”®‚ s� yq� ÊU� «–≈

Æ©”®Ó‚ × ©”®?¼ ´ ©”® Ó ?¼ × ©”®‚ Ω ©”®Ó‰   ÊuJ¹Ë ¨” bMŽ ‚UI²ýö� qÐU� ©”®‰

∫ÊU¼d³�«

 Ë

©”®‰ ≠ ©Ë ´ ”®‰

∞ ← Ë

 Ω ©”®Ó‰

 Ë

©”®?¼ × ©”®‚ ≠ ©Ë ´ ”®?¼ × ©Ë ´ ”®‚

∞ ← Ë

 Ω

 Ë

©”®?¼ ©”®‚ ≠ ©”®?¼ ©Ë ´ ”®‚ ´ ©”®?¼ ©Ë ´ ”®‚ ≠ ©Ë ´ ”®?¼ ©Ë ´ ”®‚

∞ ← Ë

 Ω

©j�³�« w� ©”®?¼ ©Ë ´ ”®‚ —«bI*« ÕdÞË W�U{UÐ®

 Ë

©©”®‚ ≠ ©Ë ´ ”®‚® ©”®?¼ ´ ©©”®?¼ ≠ ©Ë ´ ”®?¼® ©Ë ´ ”®‚
 

∞ ← Ë

 Ω

 Ë

©”®‚ ≠ ©Ë ´ ”®‚
©”®?¼

∞ ← Ë

  ´  
 Ë

©”®?¼ ≠ ©Ë ´ ”®?¼
©Ë ´ ”®‚

∞ ← Ë

 Ω

Æ»uKD*« u¼Ë  ©”®Ó‚ × ©”®?¼ ´ ©”® Ó ?¼ × ©”®‚ Ω

‰Ë_« WI²A� × w½U¦�« ´ w½U¦�« WI²A� × ‰Ë_« Ω ‚UI²ýö� 5KÐU� 5½«d²�« »d{ q�UŠ WI²A� Ê√ Í√

©∂® ‰U¦�

Æ
 ” œ

 ’ œ

błËQ�  ¨©¥´”≥®©±≠”μ´
≤”® Ω ’ X½U� «–≈

©μ´”≤® ©¥´”≥® ´ ≥ × ©±≠”μ´
≤”®  Ω

 ” œ

 ’ œ

≤∞´”≤≥´
 ≤”∂ ´ ≥≠”±μ´

≤”≥  Ω

±∑´”≥∏´
≤”π  Ω
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¥≠”±∑´
≤”±π´

≥”≥Ω ’ ÊuJð dýU³*« »dC�UÐ t½√ kŠô

Æ5²−O²M�« oÐUDð kŠô  ±∑´”≥∏´
≤”π  Ω

 ” œ

 ’ œ

 UNM�Ë

©∑® ‰U¦�

Æ©±®Ó‚  błËQ�  ©≥≠”´
≤”≠

≥”≤®©±´”¥≠
≤”≤´

≥”® Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

©¥≠”¥´
≤”≥®©≥≠”´

≤” ≠
≥”≤®´©±´”≤≠

≤”∂®©±´”¥≠
≤”≤´

≥”® Ω ©”®Ó‚

∫vKŽ qB×½ ± Ω ” i¹uF²ÐË

≥≠ Ω ≥ × ±≠  ´ μ × dH� Ω ©±® Ó‚

©∏® ‰U¦�

Æ¥ Ω ©≤®?¼ ¨μ Ω ©≤® Ó ?¼ ÊQÐ ÎULKŽ ©≤®Ó‚ błËQ� ¨©”®?¼×©±±≠”μ´
≤”®Ω©”®‚ ÊU� «–≈ 

©μ´”≤® × ©”®?¼ ´ ©”® Ó ?¼×©±±≠”μ´
≤”® Ω ©”®Ó‚

 π × ©≤®?¼ ´ ©≤® Ó ?¼ × ≥ Ω ©≤® Ó‚ ⇐

∫Z²M¹ i¹uF²�UÐ

 μ± Ω π ×¥ ´ μ × ≥ Ω ©≤® Ó‚

∫Ê«d²�« »uKI� WI²A�   ∫©μ® …bŽU�

∫ÊS� ” bMŽ ‚UI²ýö� ÎöÐU� ©”®‚ ÊU�Ë ¨∞ ≠ ©”®‚  ¨
©”®‚

±
Ω ©”®‰ ÊU� «–≈

≤
©©”®‚®

©
”

®Ó‚≠
 Ω  ©”® Ó‰ ÊuJ¹Ë ”  bMŽ ‚UI²ýö� qÐU� ©”®‰

∫ÊU¼d³�«

 ?¼

©”®‰ ≠ ©?¼ ´ ”®‰

∞ ← ?¼

 Ω ©”®Ó‰

© ©”®‚ © ?¼ ´ ”®‚

©?¼´”®‚ ≠ ©”®‚

® ?¼

±

∞ ← ?¼

 Ω © ©”®‚

±
 ≠ 

© ?¼ ´ ”®‚

±

® ?¼

±

∞ ← ?¼

 Ω
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©©”®‚ © ?¼ ´ ”®‚

±
×

?¼

©©”®‚≠©?¼´”®‚®±≠

®
∞ ← ?¼

 Ω

©”®‚ © ?¼ ´ ”®‚

±

∞ ← ?¼

×
?¼

©©”®‚≠©?¼´”®‚®
∞ ← ?¼

 ±≠   Ω

≤
©©”®‚®

©
”

®Ó‚≠
 Ω

≤
©©”®‚®

±
× ©”®Ó‚ × ±≠   Ω

∫sO½«d²�« WL�� ZðU½ WI²A� ∫©∂® …bŽU�

∫ÊS� ∞ ≠ ©”®?¼ ¨” bMŽ ‚UI²ýö� ÎöÐU� ©”®?¼ ¨©”®‚ s� q� ÊU� «–≈

≤
©©”®?¼®

©”® Ó ?¼ ©”®‚ ≠ ©”®Ó‚©”®?¼
Ω ©”®Ó‰ ÊuJ¹Ë ” bMŽ ‚UI²ýö� qÐU�

©”®?¼

©
”

®‚
Ω©”®‰

∫ÊU¼d³�«

∞  ≠ ©”®?¼   ̈  
©”®?¼

±
× ©”®‚ Ω

©”®?¼

©
”

®‚
Ω ©”®‰

” bMŽ ‚UI²ýö� ÊöÐU�
©”®?¼

±
¨©”®‚ Ê√ U0Ë

∫ÊuJ¹Ë ” bMŽ ‚UI²ýö� qÐU� ©”®‰ Ê«d²�ô« u¼Ë »dC�« q�UŠ ∴

©”®?¼

±
× ©”®Ó‚ ´

≤
©©”®?¼®

©”® Ó ?¼≠
× ©”®‚   Ω ©”®Ó‰

©”®?¼

©”®Ó‚
  ´  

≤
©©”®?¼®

©”® Ó ?¼  ©”®‚≠
 Ω

≤
©©”®?¼®

©”® Ó ?¼ × ©”®‚ ≠ ©”®Ó‚ × ©”®?¼
  Ω 

≤
©©”®?¼®

©”® ?¼ × ©”®Ó‚ ´ ©”® Ó ?¼ × ©”®‚≠
 Ω

≤
©ÂUIL�«®  

ÂUIL�« WI²A� × j�³�« ≠ j�³�« WI²A� × ÂUIL�«

 Ω ‚UI²ýö� 5KÐU� 5½«d²�« WL�� "U½ WI²A� Ê√ Í√

©π® ‰U¦�

Æ©”®Ó‚ błËQ� ¨  
≤

μ
 ≠ ” ¨

μ≠ ”≤

± ´ ”≥
Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

≤

μ
 ≠ ” ¨

≤
©μ ≠ ”≤®

±∑≠
  Ω 

≤
©μ ≠ ”≤®

≤ × ©± ´ ”≥® ≠ ≥ × ©μ ≠ ”≤®
Ω  ©”®Ó‚
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©±∞® ‰U¦�

∫ÊQÐ ÎULKŽ ©≥® Ó ?¼ błËQ�   ̈
μ

∂≠
 ≠ ” ¨

∂ ´ ”μ

©”®‚
Ω ©”®?¼ ÊU� «–≈

∑

±
  Ω ©≥® Ó‚ ¨  ±μ Ω ©≥®‚ 

≤
©∂ ´ ”μ®

μ × ©”®‚ ≠ ©”®Ó‚ × ©∂ ´ ”μ®
 Ω ©”® Ó ?¼

©±® ÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆÆ
≤
©≤±®

μ × ©≥®‚ ≠ ©≥® Ó‚ ≤±
 Ω   ©≥® Ó ?¼ ⇐

∫Ê√ Z²M¹  ©±® w� i¹uF²�UÐ

¥π

∏≠
  Ω 

¥¥±

∑≤≠
  Ω 

≤
©≤±®

μ × ±μ ≠
∑

±
 × ≤±

 Ω ©≥® Ó ?¼

∫W−O²½

±≠Ê≠” Ê≠ Ω
” œ

’ œ
 ∫ÊS�

™
◊ ∋  Ê   ∫

 Ê≠” Ω ’   X½U� «–≈

ÆW³�U��« W×O×B�« fÝ_« W�UŠ w� ÎUC¹√ o³DMð W³łu*« W×O×B�« fÝ_« W�UŠ w� ‚UI²ýô« …bŽU� Ê√ Í√

∫ÊU¼d³�«

™
◊ ∋  Ê ¨

Ê”

±
  Ω 

Ê≠” Ω ’

 ±≠Ê≠”Ê≠  Ω
  Ê≤≠±≠Ê”Ê≠  Ω

Ê≤”

±≠Ê”Ê≠
  Ω  

” œ

’ œ

©±±® ‰U¦�

Æ©≤®Ó‚ błËQ�
≥≠” Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

¥”

≥≠
Ω 

¥≠”≥≠ Ω  ©”®Ó‚

±∂

≥≠
  Ω  

¥
≤

≥≠
  Ω    ©≤® Ó‚ ⇐
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©±≤® ‰U¦�

Æ©”®Ó‚ błËQ�  ∞ ≠ ” ¨
≤”

¥
   ´  

”≤

μ
 Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

∞ ≠ ”  ̈ 
≤≠”¥ ´ 

±≠” 
≤

μ
 Ω  ©”®‚

≥≠”≤≠ × ¥ ´ 
≤≠”±≠ ×

≤

μ
 Ω  ©”®Ó‚ ⇐

≥”

±
× ∏ ≠ 

≤”

±
  ×

≤

μ≠
  Ω

≥”

∏
  ≠  

≤”≤

μ≠
 Ω

∫UOKF�«  UI²A*«
Ê«d²�ö� o²A*« Ê«d²�ô« vL�¹ dš¬ ÎU½«d²�« q¦9 ©”®Ó‚ WI²A*« ÊS� ¨‚UI²ýö� ÎöÐU� ÎU½«d²�« ©”®‚ Ω ’ ÊU� «–≈

 WI²A*« vL�ð ©  ” œ

 ’ œ

® 
 ” œ

  œ
Í√ o²A*« Ê«d²�ö� v�Ë_« WI²A*«Ë Æ©”®‚ Ê«d²�ö� v�Ë_« WI²A*« Ë√ ©”®‚

e�d¹ q¦*UÐË Æ©”® Î‚ Ë√ ¨©lOÐdð ” ‰«œ ’ 5MŁ« ‰«œ √dIðË®
≤” œ

 ’
≤
œ

e�d�UÐ UN� e�d¹Ë ¨©”®‚ Ê«d²�ö� WO½U¦�«

Æ©”®
©≥®

‚ Ë√  
≥” œ

’
≥
œ

 Ë√  © ≤” œ

’
≤
œ

® 
” œ

 œ
e�d�UÐ ©”®‚ Ê«d²�ö� W¦�U¦�« WI²ALK�

Ê” œ

’
Ê
œ

Ë√ ©”®
©Ê®

‚ e�d�UÐ UN� e�d¹ w²�«Ë ¨©”®‚ Ω ’ Ê«d²�ö� WO½uM�« WI²A*« ·dF½ UM½S� ¨ÂUŽ tłuÐË

Æ © ±≠Ê” œ

’
±≠Ê

œ

® 
” œ

 œ
   UN½QÐ

©±≥® ‰U¦�

Æ ≤ ´ ”μ ´
 ≥”≤ ≠

 ¥” Ω ’  Ê«d²�ö� W¦�U¦�«Ë WO½U¦�«Ë v�Ë_« WI²A*« bł

μ ´
 ≤”∂ ≠

 ≥”¥ Ω
” œ

’ œ

”±≤≠
≤”±≤ Ω ©μ´

≤”∂≠
≥”¥®

” œ

œ
  Ω  

≤” œ

’
≤
œ

±≤ ≠ ”≤¥ Ω ©”±≤ ≠
 ≤”±≤®

” œ

œ
  Ω  

≥” œ

’
≥
œ
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©3≠3® s¹—U9

∫WO�U²�«  U½«d²�ô« s� q� WI²A� bł  ±

©¥´
≤”® ©≤´”≥® Ω©”® ?ł  »  ≥≠ ”μ ´

≤”≤ ≠
≥” Ω©”®‚   √

 ∑  ≠ Ê∂´   

≥
Ê  

≥
  ≠ 

¥
Ê 

μ

¥
  Ω ·  œ  ≥´”μ´

≤”¥≠
≥” ≤

≥
Ω ’   ?ł   

± ≠ ”≥

μ ´ ”≤
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(Continuity and Differentiability) ‚UI²ýô« WOKÐU�Ë ‰UBðô«   4≠3
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(Implicit Differentiation)  wMLC�« ‚UI²ýô«   5≠3
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©∏® ‰U¦�

Æ  
” œ

’ œ
 błËQ�   ∏´”´

≤” √ Ω ’ X½U� «–≈

  ∏´”´
≤” √ ≤

©±´”≤®
  Ω  

” œ

’ œ

©π® ‰U¦�

Æ  
” œ

’ œ
 błËQ�   μ ´

 ≤” Ω ’ ”≥  √  ÊU� «–≈

∫Ê√ Z²M¹ ” ?� W³�M�UÐ W�öF�« w�dÞ ‚UI²ýUÐ

”≤ Ω
’ ”≥  √ ≤

’ ≥´  
” œ

’ œ
 ”≥

’ ”≥  √”¥ Ω ’≥ ´
” œ

’ œ
”≥

”≥

’≥ ≠ ’ ”≥  √”¥
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” œ

’ œ

Æ” v�≈ W³�M�UÐ wMLC�« ‚UI²ýô« rŁ 5�dD�« lOÐd²Ð p�–Ë ¨Èdš√ WI¹dDÐ ‰U¦*« qŠ sJ1 ∫WEŠö�
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©5≠3® s¹—U9

∫U¼¡«“≈ …—u�c*« WI²A*« bł ¨WO�U²�«  U�öF�« s� q� w�  ±

Ÿ œ

‰ œ
  ª    ≥´

≤
‰ Ω Ÿ μ ≠  ‰ Ÿ   »

” œ

’ œ
ª μ ≠”≥ Ω
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¥≠

μ ”±∞´
≤
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’ œ
 ª 

≤’≠”≥ Ω
μ
©’≤´”®   ?ł
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”

¸
” œ

‰ œ
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≥√Ω ‰  ?¼

” œ

’ œ
ª μ≠’≥´
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 ≤

 ≥

 ”UL*« W??�œU??F??� b???łË√ r??Ł   ̈  ±π Ω
≤’ ´’ ” ´

≤”  ∫W�öF�« vM×M� vKŽ lIð ©≤¨≥® WDIM�« Ê√ =5Ð

ÆU¼bMŽ vM×M*« vKŽ ÍœuLF�«Ë

Æ©± ¨ ≤® WDIM�« bMŽ  
’

≤
œ

≤
”œ

   błËQ�  ” Ω ’´
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W¹dz«b�«  U½«d²�ô«  UI²A�   5≠3

 WOI�«u²�« W�d(« ∫q¦� W¹—Ëb�« WH� qL% w²�« d¼«uE�« s� dO¦J�« n�Ë w� W¹dz«b�«  U½«d²�ô« Âb�²�ð

 dO¦� rN� w� W�Uš WOL¼√  U½«d²�ô« Ác¼  UI²A� WÝ«—œ `M1 U2 U¼dOžË ¨WO�OÞUMG�ËdNJ�« ‰uI(«Ë ¨WDO�³�«

ÆWOFO³D�« d¼«uE�« s�

 ∫©±® W¹dE½

Æ” U²ł Ω ©”®Ó‚ ÊS� ¨Ídz«b�« d¹bI²�UÐ ” ¨”Uł Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

©±® ‰U¦�
Æ©

π
∂ ®Ó‚ błËQ�  ̈” Uł Ω ©”® ‚ ÊU� «–≈

” U²ł Ω ©”®Ó‚

≤

≥  √
  Ω ©

π
∂ ®U²ł Ω ©

π
∂ ®Ó‚
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©≤® ‰U¦�

Æ©”® Ó ?¼ błËQ�  ”Uł
≤” Ω ©”® ?¼ ÊU� «–≈

” Uł ”≤ ´” U²ł
≤” Ω ©”® Ó ?¼

©≥® ‰U¦�

 Æ  
’œ

” œ
  błËQ� ©”≥≠μ® Uł Ω’ X½U� «–≈

©”≥≠μ® U²ł ≥≠ Ω ≥≠ ©”≥≠μ® U²ł Ω
’œ

” œ

©¥® ‰U¦�

  Æ

π Ω 
”

¸
” œ

Ÿ œ
 błË√ ©” Uł® Uł Ω Ÿ  ÊU� «–≈

” U²ł ©©” Uł® U²ł® Ω

Ÿ œ

” œ

π U²ł ©©π Uł® U²ł® Ω

Ÿ œ

” œ
      ÊS�    π Ω ” U�bMŽË

 ±≠ Ω±≠ ± Ω π U²ł ∞ U²ł Ω

   ∫©≤® W¹dE½

” Uł ≠ Ω ©”®Ó‚ ÊS�  ¨ ” U²ł Ω ©”®‚ ÊU� «–≈

  ∫ÊU¼d³�«

©”≠
≤

® Uł Ω ” U²ł Ω  ©”® ‚

” Uł≠ Ω ±≠ ©”≠
≤

® U²ł Ω  ©”®Ó‚

©μ® ‰U¦�

©”® 
Ó
?¼ błËQ� ©”≤≠±®

≥
U²ł Ω©”®?¼ ÊU� «–≈

≥©©”≤≠±® U²ł®  Ω  ©”®?¼
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U²ł ∂ Ω
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©∂® ‰U¦�
’ œ

” œ
  błËQ�   ̈  ” Ω ©’ ”®U²ł ÊU� «–≈

∫Ê√ Z²M¹ ” v�≈ W³�M�UÐ W�öF�« w�dÞ ‚UI²ýUÐ
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’ œ

” œ
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’ œ
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” œ

’ œ
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’ œ
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©∑® ‰U¦�
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U²� ≠” Uþ ≤ Ω ’ X½U� «–≈

≤
©”μ U²�® ≠” Uþ ≤ Ω’

μ ©”μ U²þ ” μ U²�≠®
±
©” μ U²�®≤ ≠” 

≤
U�≤ Ω

’ œ

” œ

” μ U²þ   ” μ
≤
U²� ±∞´” 

≤
U� ≤ Ω

©∏® ‰U¦�

 w½«u¦�UÐ ©Ê® s�e�«Ë —U²�_UÐ · WŠ«“ù« 5Ð W�öF�« w¼  Ê≤ U²ł ´Ê ≥ Uł Ω · X½U� «–≈

Æ
π
∂

 Ω Ê U�bMŽ r�'« «c¼ Ÿ—U�ðË WŽdÝ błËQ� ¨rOI²�� jš vKŽ „d×²¹ r�'

Ê ≤ Uł ≤≠ Ê ≥ U²ł ≥ Ω 
· œ

Ê œ
Ω Ÿ

π
≥

 Uł ≤ ≠  
π
≤

 U²ł ≥ Ω Ÿ ÊS�
π
∂

  Ω Ê U�bMŽË

ÀØÂ   ≥ √ ≠ Ω 
  ≥ √

≤
≤ ≠ ∞ Ω Ÿ

Ê ≤ U²ł ¥ ≠ Ê ≥ Uł π≠ Ω  

Ÿ œ

Ê œ
 Ω 

π
≥

 U²ł ¥ ≠ 
π
≤

  Uł π≠ Ω   ÊS�   
π
∂

 Ω Ê U�bMŽË

±

≤
 ¥≠ π≠ Ω  

≤
ÀØÂ ±±≠Ω

84



التكامل
4

الوحد الرابعة

85



(Indefinite Integral) œËb;« dOž q�UJ²�«   ±≠¥

WI²A*« UM�b�²Ý«Ë ¨ÂuKF� Ê«d²�ô v�Ë_« WI²A*« œU−¹≈ ÎUÝUÝ√ X�ËUMð w²�« q{UH²�« WOKLŽ o³Ý ULO� UM�dFð

 ªtOKŽ WDI½ Í√ bMŽ ÂuKF� Ê«d²�« vM×M* ”UL*« qO�Ë ¨„d×²� r�' WOE×K�« WŽd��« œU−¹≈ UNM� …dO¦�  UIO³Dð w�

 vL�ðË ¨v�Ë_« t²I²A� XLKŽ Íc�« Ê«d²�ô« œU−¹≈ Í√ ¨q{UH²�« WOKLF� WO�JF�« WOKLF�« ·dF²MÝ bM³�« «c¼ w�Ë

 wL�½ UM½S� ¨o²A*« Ê«d²�ô« ÂuKF� Ê«d²�« q{UHð sŽ "UM�« Ê«d²�ô« UMOLÝ UL�Ë Æq�UJ²�« WOKLŽ WOKLF�« Ác¼

u¼ 
≥” Ê«d²�ô« Îö¦L� ¨©WI²A*« fJŽ Ë√® WI²ALK� ÎUOz«bÐ ÎU½«d²�«  v�Ë_« t²I²A� XLKŽ Íc�« wK�_« Ê«d²�ô«

Æ«cJ¼Ë ¨”U²ł Ê«d²�ö� wz«bÐ Ê«d²�« u¼ ”Uł Ê«d²�ô«Ë ¨
≤”≥ Ê«d²�ö� ©WI²A*« fJŽ Ë√® wz«bÐ Ê«d²�«

∫ÂUŽ tłuÐ

      ∫n¹dFð

Æ©”® ٌ Ω ©”®ÓÂ ÊU� «–≈ ©”® ٌ Ê«d²�ö� ÎUOz«bÐ U½«d²�« ©”®Â Ê«d²�ô« vL�¹

Æ©”® ٌ  Ê«d²�ö� WOz«bÐ  U½«d²�« WŁöŁ V²�√  Æ≤ Ω ©”® ٌ  sJO� ∫©±® ‰U¦�

∫©”® ٌ Ê«d²�ö�  ÎUOz«bÐ ÎU½«d²�« WOðü«  U½«d²�ô« s� Ïq� ÊuJ¹ q{UH²�« w� UMðU�uKF� s�

”≤ Ω ©”® ±
Â

≤ ´ ”≤ Ω ©”® ≤
Â

± ≠ ”≤ Ω ©”® ≥
Â

Æ©”® ٌ Ω ≤ Ω ©”® ≥Ó
Â Ω ©”® ≤Ó

Â Ω ©”® ±Ó
Â Ê_ p�–Ë

Ác¼  s�  wzUN½ô  œbŽ  błu¹  l�«u�«  w�Ë  ª≤  Ω  ©”®   Ê«d²�ö�  Èdš√  WOz«bÐ   U½«d²�«  błuð  t½√  kŠô

ÆwIOIŠ œbŽ  ?ł  YOŠ ¨ ?ł ´ ”≤  W�UF�« …—uB�« c�²ð UN½√ b$ UNO� q�Q²�UÐË ¨ U½«d²�ô«

≤ Ω ©”® ٌ  Ê«d²�ö� œËb;« dOž q�UJ²�« …—uB�« Ác¼ vL�ðË
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      ∫n¹dFð

œËb;«  dOž  q�UJ²�«  ÊS�  ©©”® Ω  ©”®ÓÂ  Ê√  Í√®  ¨©”®  Ê«d²�ö�  ÎUOz«bÐ  ÎU½«d²�«  ©”®Â  ÊU�  «–≈

WŽuL−� u¼ ¨” ‰«œ ©”® ٌ  q�UJð ∫√dIÔ¹Ë ¨”s©”® ٌ ∫ e�d�UÐ t� e�d¹ Íc�«Ë ¨©”® ٌ  Ê«d²�ö�

ÆwIOIŠ œbŽ ?ł ¨ ?ł ´ ©”®Â Ω ”s ©”® ٌ ∫ ∫Ê√ Í√ ©”® ٌ  Ê«d²�ö� WOz«b³�«  U½«d²�ô« lOLł

∫5O�U²�« s¹œËb;« dOž 5K�UJ²�« s� Îö� błË√ ¨q{UH²�« w� pðU�uKF� Â«b�²ÝUÐ ∫©≤® ‰U¦�

”s ”≤
U� ∫   »        ”s ≥”¥ ∫ √

≥”¥ Ω  ©?ł ´
¥”®

”s

s
  Ê_   ?ł ´ 

¥” Ω ”s ≥”¥ ∫ √

”≤
U� Ω ©?ł ´ ”Uþ®

”s

s
 Ê_  ?ł ´ ”Uþ Ω ”s ”≤

U� ∫  »

∫WOðü« œËb;« dOž q�UJ²�« bŽ«u� W×� s� oI×²�« pMJ1 W�ËdF*« ‚UI²ýô« 5½«u� vKŽ œUL²ŽôUÐ

∋ ?ł  ¨  ¨  ?ł ´ ”  Ω ”s ∫   ±

∋ ?ł   ̈±≠ ≠ wIOIŠ œbŽ Ê  ̈?ł ´
± ´ Ê

±´Ê”

Ω ”s Ê” ∫   ≤

∋ ?ł  ¨ ?ł ´ ”U²ł≠ Ω ”s”Uł ∫   ≥

∋ ?ł  ¨  ?ł ´ ”Uł Ω ”s”U²ł ∫   ¥

∋ ?ł  ¨ ?ł ´ ”Uþ Ω ”s”≤
U� ∫   μ

∋ ?ł  ¨  ?ł ´ ”U²þ≠ Ω ”s”≤
U²� ∫   ∂

∋ ?ł  ¨  ?ł ´ ”U� Ω ”s”Uþ ”U� ∫   ∑

∋ ?ł  ¨  ?ł ´ ”U²�≠ Ω ”s”U²þ ”U²� ∫   ∏
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∫WOðü« Ò’«u)« W×� s� oI×²�« pMJ1 UL�

∋ ¨  ”s©”® ٌ ∫ Ω ”s©”® ٌ ∫ ±

”s©”®?¼ ∫ ∓ ”s©”® ٌ ∫ Ω ”s
 ©©”®?¼ ∓ ©”® ٌ ® ∫ ≤

©5½«d²�« s� d¦�√ qLA²� WO�U)« Ác¼ rOLFð sJ1Ë®

∫WOðü« …œËb;« dOž  ö�UJ²�« bł ∫©≥® ‰U¦�

”s ≥”∏ ∫   »  ”s μ ∫ √

”s ©∑ ´
 ≤≠”μ ≠

 ≤”≥® ∫   œ  ”s ©”U²ł ´
¥”∂® ∫  ?ł

?ł ´ ”μ Ω  ”s μ ∫ √

”s ≥” ∫ ∏ Ω ”s ≥”∏ ∫  »

?ł ´ 
¥”≤ Ω  ?ł ´

¥

¥”
× ∏ Ω

”s 
”U²ł ∫ ´ ”s ¥”∂ ∫ Ω ”s ©”U²ł ´

¥”∂ ® ∫  ?ł

≤ ?ł ´ ”Uł ´ ± ?ł ´
μ

μ”∂
 Ω

≤ 
?ł ´ 

± 
?ł Ω ?ł YOŠ  ¨  ?ł ´ ”Uł ´

μ

μ”∂
 Ω

”s ∑ ∫ ´ ”s ≤≠” ∫ μ ≠ ”s ≤” ∫ ≥  Ω ”s ©∑ ´ 
≤≠”μ ≠

≤”≥® ∫ œ

?ł ´ ”∑ ´
±≠

±≠”

× μ≠ 
≥

≥”

× ≥  Ω

?ł ´ ”∑ ´
±≠”μ ´

≥”  Ω

∫ UIO³Dð

rK ÔŽ «–≈ Ê«d²�« vM×M� W�œUF� œU−¹≈ q¦� ¨…œbF²� WOzU¹eO�Ë WOÝbM¼  UIO³Dð w� œËb;« dOž q�UJ²�« Âb�²�¹

∫WO�U²�« WK¦�_« w� 5³²¹ UL� ¨tŽ—U�ð rK ÔŽ «–≈ „d×²� r�ł WŽdÝ œU−¹≈ Ë√ ¨tOKŽ WDI½ W¹√ bMŽ t� ”UL*« qO�
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¨”≤ u¼ tOKŽ ©’¨”® WDI½ Í√ bMŽ t� ”UL*« qO� ÊU� «–≈ ©”®  Ê«d²�ô« …bŽU� bł ∫©¥® ‰U¦�

Æ©μ ¨ ≤®  WDIM�UÐ d1 ©”® ٌ  Ê«d²�ô« vM×M� ÊU�Ë

”≤ Ω ©”® Ó ٌ  Ω ”UL*« qO�

?ł ´ 
≤” Ω ”s ”≤ ∫ Ω ©”® ٌ ∴

¨vM×M*« W�œUF� oI% WDIM�« Ác¼ ÊS� ©μ ¨ ≤® WDIM�UÐ d1 ©”® ٌ  Ê«d²�ô« vM×M� Ê√ U0Ë

± Ω ?ł   UNM�Ë  ¨    ?ł ´ 
≤
©≤® Ω μ  Ê–≈ ¨ μ Ω ©≤® ٌ   Ê√ Í√

± ´ 
≤” Ω ©”® ٌ ∴

∫bł  Æ
≤
ÀØrÝ± ´ Ê≤ Ω   Ÿ—U�²Ð rOI²�� jš w� q�_« WDI½ s� ÊuJ��« s� r�ł „d% ∫©μ® ‰U¦�

 ≥ Ω Ê bMŽ  q�_« WDI½ sŽ r�'« WŠ«“≈  »  ≥ Ω Ê bMŽ r�'« WŽdÝ √

± ´ Ê≤ Ω 
Ês

Ÿs
  Ω    Ÿ—U�²�« √

?ł ´ Ê ´ 
≤
Ê  Ω  Ês©± ´ Ê≤® ∫  Ω  Ÿ ∴

∞ Ω ?ł   UNM�Ë ¨  ?ł ´ ∞ ´ ∞ Ω ∞  ÊS� ¨∞ Ω Ê  bMŽ  ∞ Ω Ÿ   Ê≈ YOŠË

Ê ´ 
≤
Ê  Ω Ÿ  Ê√ Í√

ÀØrÝ±≤ Ω ≥ ´ 
≤
≥  Ω 

≥ Ω Ê

¸ Ÿ ∴

Ê ´ 
≤
Ê Ω 

Ês

·s
   Ω  Ÿ  »

± ?ł ´ 
≤

≤
Ê

 ´ 
≥

≥
Ê

  Ω Ês©Ê´
≤
Ê® ∫  Ω  · ∴

∞ Ω Ê  U�bMŽ  ¨  ∞ Ω ·  Ê≈ YOŠË

∞   Ω ± ?ł UNM�Ë   ̈  ± ?ł ´ ∞  Ω ∞ ∴
≤
Ê 

≤

±
 ´ 

≥
Ê 

≥

±
  Ω  ·   Ê√ Í√

≤
≥ ×

≤

±
  ´  

≥
≥ ×

≥

±
  Ω

≥ Ω Ê

¸ · ∴
rÝ ±≥[μ Ω ¥[μ ´ π  Ω
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©±≠¥® s¹—U9

∫W�UŠ q� w� ©”® ٌ Ê«d²�ö� wz«bÐ Ê«d²�« u¼ ©”®Â Ê«d²�ô« Ê√ s� oI%  ±

≤
©

≤” ´ ±®

≤” ≠ ±
Ω ©”® ٌ    ̈

≤” ´ ±

”
Ω ©”®Â   √

≤”U²ł ”≤ Ω ©”® ٌ    ̈
≤”Uł Ω ©”®Â   »

∫WOðü« …œËb;« dOž  ö�UJ²�« s� Îö� bł  ≤

”s
≥
©”≤®

± ∫   »  ”s ©μ ´ 
≥”® ∫   √

’s  ’ √ ≤’ ∫   œ  ”s ©
” √ ≤

±
´ ” √® ∫   ?ł

”s ©” U²ł≥ ≠ ”Uł≤® ∫   Ë   ”s 
± ≠ ”

± ≠ 
≥” ∫   ?¼

 ”s © ”≤
Uł ≠ ±

” Uł

® ∫ Õ ”s ©”≤
Uþ∂ ´ ∂® ∫   “

∫W�UŠ q� w� …UDF*« ◊ËdA�« oI×¹ Íc�« ©”® ٌ  Ê«d²�ô« błË√  ≥

≥ Ω ©±® ٌ  ̈  ∑ ´ ”∏ ≠
≤”∂ Ω ©”® Ó ٌ   √

 μ Ω ©≤® ٌ  ¨  ∏ Ω ©≤® Ó ٌ  ̈  ∏ ≠ ”±≤ Ω ©”® Î ٌ   »

ٌ
ٌ
ٌ Î ٌ
ٌ Î
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(Definite Integral) œËb;« q�UJ²�«   2≠4
∫n¹dFð

 X½U�Ë ¨›» ¨  ¤ …d²HK� WLE²M� WO½u½ Wze& Ê σ ¨›» ¨  ¤ vKŽ * Î«œËb×�Ë ÎU�dF� ÎU½«d²�« ©”® ٌ  ÊU� «–≈

Ê«d?²�ô« Ê≈ ‰UI¹ t½S� ¨›— 
” ¨ 

±≠— 
”¤ ∋ — *” rO� lOL' W¹ËU???�²�Ë …œułu� © ٌ  ¨Ê σ® Â

∞ ← Ê

©”® ٌ Ê«d²�ö� œËb;« q�UJ²�« …—u�c*« W¹UNM�« vL�ðË ¨›» ¨  ¤ …d²H�« vKŽ q�UJ²K� qÐU� ©”® ٌ© ٌ  ¨ Ê σ® Â

∞ ← Ê

Ω ”s ©”® ٌ
» ∫ Ê√ Í√ ª”s ©”® ٌ

» ∫  e�d�UÐ t� e�d¹Ë ¨›» ¨  ¤ vKŽ

      ∫ UEŠö�

Æt� ÍuKF�« b(« » wL�½Ë q�UJ²K� wKH��« b(«  wL�½¨  ”s ©”® ٌ
» ∫ œËb;« q�UJ²�« w�  ±

 ¨» ¨  s¹œbF�« vKŽË ٌ Ê«d²�ô« …bŽU� vKŽ  ”s ©”® ٌ
» ∫   œËb;« q�UJ²�« WLO� n�u²ð  ≤

¨dš¬ dOG²� Í√ tK×� q×¹ Ê√ sJ1Ë q�UJ²�« WOKLŽ w� W�Uš WOL¼√ t� fOK� ” dOG²*« U�√

∫Ê√ Í√  ¨ÆÆÆ ¨ Ÿ ¨ ’ q¦�

a�≈ ÆÆÆ Ω Ÿs ©Ÿ® ٌ
» ∫ Ω ’s ©’® ٌ

» ∫ Ω ”s ©”® ٌ
» ∫

 b(« Ê√ Í√ ¨» > Ê√ ÷«d²�« sLC²¹ ÁöŽ√  w� œ—«u�« ”s ©”® ٌ
» ∫ œËb;« q�UJ²�« n¹dFð Ê≈  ≥

∫5O�U²�« 5H¹dF²�« Âb�²�½ Èdš_«  ôU(« w�Ë Æt� ÍuKF�« b(« s� dG�√ q�UJ²K� wKH��«

 ”s ©”® ٌ
» ∫ ≠ Ω ”s ©”® ٌ »

∫   ≤ ∞ Ω ”s ©”® ٌ ∫   ±

›» ¨  ¤ vKŽ V�UÝ dOž ÎU½«d²�« ©”®  ÊU� «–≈   ¥

”s ©”® ٌ
» ∫ œËb;« q�UJ²�« ÊS� q�UJ²K� ÎöÐU�Ë

Ê«d²�ô« vM×M� 5Ð …—uB;« WIDM*« WŠU�� q¦1

5LOI²�*«Ë  UMO��« —u×�Ë ©”® ٌÆ©¥≠¥® qJA�« kŠô Æ » Ω ” ¨  Ω ”

”

’

»

©”® Ω ’

©¥≠¥® qJA�«

∫Ê≈ YO×Ð Â¨ ‰ ÊUOIOIŠ Ê«œbŽ błË «–≈ jI�Ë «–≈ ›» ¨  ¤ WIKG*« …d²H�« vKŽ œËb×� Ê«d²�« ©”®  Ê≈ ‰UI¹  *
Æ›» ¨  ¤ ∋ ” rO� lOL' Â ≥ ©”® ≥ ‰
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ٌٌ ٌ
ٌ

∫ÂUŽ tłuÐ

∫…bŽU�

©  ≠ »® ?ł Ω ”s ?ł 

» ∫  ÊS� ¨XÐUŁ ?ł ¨›» ¨  ¤ ∋ ” lOL'  ¨ ?ł Ω ©”® ٌ  ÊU� «–≈

∫s� q� WLO� błË√

”s π
≤ 

∞

∫   »  ”s ∂ 

≤ 

±≠

∫ √

±∏ Ω ≥ × ∂  Ω ©©±≠®≠≤®∂  Ω  ”s ∂ 

≤ 

±≠

∫ √

π≤ Ω ©∞≠≤® π Ω  ”s π
≤ 

∞

∫  »

∫W¹dE½

Æ…d²H�« pKð vKŽ q�UJ²K� ÎöÐU� ÊuJ¹ t½S� ›» ¨  ¤ WIKG*« …d²H�« vKŽ ÎöB²� ©”® ٌ  Ê«d²�ô« ÊU� «–≈

∫©±® ‰U¦�
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ٌ ٌ

∫WO�U²�« …bŽUI�« v�≈ q�u²�« sJ1 ÂUŽ tłuÐ

∫…bŽU�

ÊS� ¨ ±≠ ≠ wIOIŠ œbŽ  Ê ¨›» ¨  ¤ vKŽ ÎU�dF�
Ê
” Ω ©”® ٌ  Ê«d²�ô« ÊU� «–≈

± ´ Ê

±´Ê
 ≠ 

±´Ê
»

 Ω ”s
Ê
” 

» ∫
∫WO�U²�«  ö�UJ²�« s� >q� WLO� bł ∫©2® ‰U¦�

 o½s o½ √
¥ 

±

∫   »  ”s ¥” 

≥ 

±

∫ √

μ

≤¥≤
  Ω

μ

μ 
± ≠ 

μ
 ≥

  Ω  
± ´ ¥

±´¥ 
± ≠ 

±´¥
 ≥

  Ω   ”s ¥” 

≥ 

±

∫ √

≥

±¥
  Ω 

≤

≥
 

≤

≥
 

± ≠ ≤

≥
 

¥
   Ω

± ´ 
≤

±
 

±´ 
≤

±
 

± ≠ 
±´ 

≤

±
 

¥
   Ω o½s o½ √

¥ 

±

∫  »

∫W¹dE½

©”® ٌ Ω ©”®?¼ Ê«d²�ô« ÊU�Ë ¨›» ¨  ¤ WIKG*« …d²H�« vKŽ q�UJ²K� ÎöÐU� ©”® ٌ  Ê«d²�ô« ÊU� «–≈

ÊuJ¹ ©”®?¼ ÊS� ¨›» ¨  ¤ …d²H�« w� ” rO� s� WON²M� WŽuL−� «bŽ ¨›» ¨  ¤ ∋ ” rO� lOL'

 ”s ©”® ٌ
» ∫ Ω  ”s ©”®?¼

» ∫ ÊuJ¹Ë ¨›» ¨  ¤ vKŽ q�UJ²K� ÎöÐU�
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vKŽ q�UJ²K� qÐU� ©”® Ê√ 5³� ¨›± ¨ ∞¤ …d²H�«  vKŽ ÎU�dF� ›”¤ Ω ©”®  ÊU� «–≈ ∫©3® ‰U¦�

”s ›
”¤

± 

∞

∫ błË√ rŁ ›± ¨ ∞¤

›± ¨ ∞ ¤ ∋ ” lOL' ∞ Ω ©”®?¼ Ê√ ÷dHÐ

vKŽ qB²� ©”® ٌ Ê√ Í√ ¨± Ω ” bMŽ «bŽ ›± ¨ ∞¤ ∋ ” lOL' ©”®?¼ Ω ©”® ٌ  ÊuJ¹

Æ…bŠ«Ë WDI½ bMŽ qB²� dOž ©”® ٌ  W�U(« Ác¼ w�Ë ¨U¼bŽ sJ1 ◊UI½ bMŽ «bŽ U� t�U−�

XÐUŁ Ê«d²�« t½_ ¨›± ¨ ∞¤ vKŽ  q�UJ²K� qÐU� ∞ Ω ©”® ?¼ Ê≈ YOŠË

›± ¨ ∞¤ vKŽ q�UJ²K� qÐU� ›”¤ Ω ©”® ٌ  Ê–≈

dH� Ω”s ∞

± 

∞

∫ Ω ”s ›
”¤

± 

∞

∫  ÊuJ¹Ë

©2≠4® s¹—U9

ٌ ٌ

 ±

ٌ ٌ

 ≤

∫s� >q� WLO� błË√

”s ≥” 

±[≥ 

 ±[≥

∫ œ  ’s μ’ 

≤ 

≤≠

∫ ?ł  ”s ∂ 

≤ 

±≠

∫ »  ”s
≤”

±
∏ 

≤

∫ √

ٌٌٌٌ∫WO�U²�«  ôU(« s� >q� w� » Vłu*« XÐU¦�« 5Ž

∞[≤μ Ω Ÿs 
 
»

Ÿ

± 

∞

∫ ?ł  ≤¥ Ω ”s”

» 

±

∫ »  ±μ Ω  ”s»

≥  

 ∞[μ

∫ √
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œËb;« q�UJ²�« hzUBš   3≠4
∫hzUB)« Ác¼ s�Ë ¨ ôU(« s� dO¦� w�  U½«d²�ô« iF³� tÐU�Š qON�ð w� bŽU�ð WLN� hzUBš œËb;« q�UJ²K�

∫©±® W ÒO�Uš

©”® ٌ ?ł Ê«d²�ô« ÊS� ¨wIOIŠ œbŽ Í√ ?ł ÊU�Ë ¨›» ¨  ¤ vKŽ q�UJ²K� ÎöÐU� ÎU½«d²�« ©”® ٌ  ÊU� «–≈

”s ©”® ٌ
» ∫ ?ł Ω ”s ©”® ٌ   ?ł 

» ∫ ÊuJ¹Ë ¨›» ¨  ¤ vKŽ q�UJ²K� ÎöÐU� ÊuJ¹

ٌ ٌٌٌٌ ٌ
”s ≤”≥

¥

±

∫ błË√ ∫©±® ‰U¦�

”s ≤” 

¥

±

∫ ≥ Ω  ”s ≤”≥

¥

±

∫
∂≥ Ω  

≥

∂≥ × ≥  Ω 
≥

≥
± ≠ 

≥
¥ × ≥ Ω

∫©≤® W ÒO�Uš

¨©”®?¼ ´ ©”® ٌ ∫5½«d²�ô« ÊS� ›» ¨  ¤ vKŽ q�UJ²K� 5KÐU� 5½«d²�« ©”®?¼ ¨©”® ٌ  ÊU� «–≈

∫ÊuJ¹Ë ¨›» ¨  ¤ vKŽ q�UJ²K� 5KÐU� ÊU½uJ¹ ©”®?¼ ≠ ©”® ٌ ”s ©”®?¼

» ∫ ∓  ”s ©”® ٌ
» ∫ Ω  ”s ©©”®?¼ ∓ ©”® ٌ ®

» ∫
Æ5½«d²�« s� d¦�_ WO�U)« Ác¼ rOLFð sJ1Ë
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”s ©”≤ ≠
≤”®

≥

∞

∫  WLO� błË√ ∫©≤® ‰U¦�

”s ”≤

≥

∞

∫ ≠ ”s ≤” 

≥

∞

∫ Ω  ”s ©”≤ ≠
≤”®

≥

∞

∫
≤

≤ 
∞ ≠ 

≤ 
≥ × ≤  ≠ 

≥

≥ 
∞ ≠ 

≥ 
≥

 Ω

∞ Ω π ≠ π  Ω

∫©W�U{ù« WO�Uš® ©≥® W ÒO�Uš

pK²� wL²Mð œ«bŽ√ WŁöŁ W¹√ ¨ ?ł ¨ » ¨  X½U�Ë ¨WIKG� …d²� vKŽ q�UJ²K� ÎöÐU� ÎU½«d²�« ©”® ٌ  ÊU� «–≈

∫ÊS� ¨…d²H�«

  ”s ©”® ٌ
»

?ł

∫ ´  ”s ©”® ٌ
?ł ∫ Ω  ”s ©”® ٌ

» ∫

”s ¸≤ ≠ ”¸

μ

∞

∫  błË√ ∫©≥® ‰U¦�

≤  ≥  ”  ≥  ∞  ̈   ” ≠ ≤

  μ  ≥  ”  ≥  ≤  ̈   ≤ ≠ ”

 Ω ¸≤ ≠ ”¸

”s ©≤ ≠ ”®

μ

≤

∫  ́”s ©” ≠ ≤®

≤

∞

∫  Ω   ”s ¸≤ ≠ ”¸

μ

∞

∫ ∴

©≤ ≠ μ®≤ ≠  
≤

≤ 
≤ ≠ 

≤ 
μ

 ´ 
≤

≤ 
∞ ≠ 

≤ 
≤

  ≠ ©∞ ≠ ≤®≤  Ω

∂[μ Ω ∂ ≠ ±∞[μ ´ ≤ ≠ ¥  Ω

”s ©”® ٌ
∂

π

∫ ≠  ”s ©”® ٌ
∂

±

∫   ∫bŠ«Ë q�UJð …—u� w� V²�√ ∫©¥® ‰U¦�

”s ©”® ٌ
π

∂

∫ ´  ”s ©”® ٌ
∂

±

∫ Ω ”s ©”® ٌ
∂

π

∫ ≠  ”s ©”® ٌ
∂

±

∫
”s ©”® ٌ

π

±

∫ Ω
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∫©W½—UIL�« WO�Uš® ©¥® W ÒO�Uš

rO� lOL' ©”®?¼ ≤ ©”® ٌ ÊU�Ë ¨ ›» ¨  ¤ vKŽ q�UJ²K� 5KÐU� 5½«d²�« ©”®?¼ ¨ ©”® ٌ  ÊU� «–≈

∫ÊS� ¨›» ¨  ¤ ∋ ”

   ”s ©”®?¼

» ∫  ≤  ”s ©”® ٌ
» ∫

∫W−O²½

∫ÊS� ¨›» ¨  ¤ ∋ ” rO� lOL' ∞ ≤ ©”® ٌ ÊU�Ë ¨›» ¨  ¤ vKŽ q�UJ²K� ÎöÐU� ÎU½«d²�« ©”® ٌ  ÊU� «–≈

∞  ≤  ”s ©”® ٌ
» ∫

Æ5K�UJ²�« s� >q� WLO� »U�Š ÊËœ ¨”s ”≤

∂ 

±≠

∫  ≤  ”s ©μ ´ 
≤”®

∂ 

±≠

∫  Ê√ 5Ð ∫©μ® ‰U¦�

lOL' ”≤ Ê«d²�ô« ≤ ©μ ´ 
≤”® Ê«d²�ô« Ê√ s¼d³½ Ê√ WM¹U³²*« W×�  U³Łù wHJ¹

›∂ ¨ ±≠¤ ∋ ” lOL'  ¨ ∞ ≤ ”≤ ≠ μ ´
≤” —«bI*« Ê√ Í√ ¨ ›∂ ¨ ±≠¤ ∋ ”

?ł  ¥ ≠
≤
» eOL*« b$  ̈”≤ ≠ μ ´

≤” wFOÐd²�« —«bI*« …—Uý≈ w� Y×³K�

  …—Uý≈ fH½ —«bI*«  …—UýS�  V�UÝ eOL*«  Ê≈  YOŠË ¨  ±∂≠ Ω μ × ± × ¥ ≠ 
≤
©≤≠® Ω eOL*«

∋ ” lOL' Vłu� —«bI*« Ê√ Í√ ¨ ” rO� lOL'
≤” q�UF�

∋ ” lOL'  ∞  ≤ ”≤ ≠ μ ´
≤”  Ê√ Í√

›∂ ¨ ±≠¤ ∋ ” lOL'  ”≤ ≤  μ ´ 
≤” ∴

”s ”≤

∂ 

±≠

∫  ≤  ”s ©μ ´ 
≤”®

∂ 

±≠

∫ ⇐

¥ ¨ ≤ 5²LOI�« 5Ð lI¹ ”s ©”≥
Uł ´ ≥®

∞

∫  Ê√ 5Ð ∫©∂® ‰U¦�

± ”≥
Uł  dH� ∴    ø«–U*  ± ”Uł  dH�

¥ ”≥
Uł ´ ≥   ≥ ∴

”s¥ 

∞  

∫ ≥ ”s©”≥
Uł ´ ≥®

∞  

∫  ”s≥ 

∞  

∫ ∴

¥ ≥ ”s©”≥
Uł ´ ≥®

∞  

∫  ≥  ≥ ∴
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”s
± ´ 

≤”

± ≠ ”≤
¥

±

∫  q�UJ²�« …—Uý≈ 5Ž ∫©∑® ‰U¦�

 lOL' W³łu�   
± ´ 

≤”

± ≠ ”≤
Ω ©”® ٌ  Ê«d²�ô« …—Uý≈

 ©μ≠¥® qJA�« kŠô Æ  
≤

± < ” rO�

›¥ ¨ ±¤ …d²H�« w� W³łu�  
± ´ 

≤”

± ≠ ”≤
 Ê«d²�ô« …—Uý≈ ∴

∞ < ”s
± ´ 

≤”

± ≠ ”≤
¥

±

∫ ∴

≤

±
 

 ≠ ≠ ≠ ´ ´ ´
j�³�« …—Uý≈

≤

±
 

´ ´ ´ ´ ´ ´
ÂUIL�« …—Uý≈

≤

±
 

 ≠ ≠ ≠ ´ ´ ´
©”®  …—Uý≈

∞

´

∞

©μ≠¥® qJA�«

©3≠4® s¹—U9

∫s� Îö� błËQ�   ∏ Ω ”s ©”®?¼

μ

±

∫ ¨∂ Ω ”s ©”® ٌ
μ

±

∫ ¨¥≠ Ω ”s ©”® ٌ
≤

±

∫ ÊU� «–≈  ±

”s ©©”®?¼ ≠ ©”®‚¥®
μ

±

∫ ?ł  ”s ©”® ٌ
μ

≤

∫ » ”s ©”® ٌ  ≥ 

≤

±

∫ √

∫bŠ«Ë q�UJð …—u� w� V²�√  ≤

”s ©”® ٌ
≥

±

∫ ≠ ”s ©”® ٌ
∑

±

∫ »  ”s ©”® ٌ
∂ 

≤≠

∫ ´ ”s ©”® ٌ
≥

∂

∫ √

 ≥∫s� >q� WLO� bł

 ¥

”s ¸≤ ≠ ”¸

∞ 

≥≠

∫ ?ł  ”s≤
©μ ≠ ”≤®

≤

±

∫ »  ”s  ≤ √
≤∞ 

±≠

∫ √

”s ©”® ٌ
≤

∞

∫  WLO� błËQ�

±  >  ”  ≥  ∞  ̈   ± ´ 
≤”

  ≤  ≥  ”  ≥  ±  ̈  ” ≠ ≤
 Ω  ©”® ٌ  ÊU� «–≈

 μø”s ©”®?¼ μ

≥

±

∫ WLO� UL� ¨π Ω ”s ©”® ٌ  ≥ 

≥

±

∫ ÊU�Ë ¨±π Ω ”s ©©”®?¼∑ ´ ©”® ٌ ¥®
≥

±

∫ ÊU� «–≈
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 W?????OFO³D�« W ÒO?????? ÒÝ_«Ë W?OL²¹—UžuK�«  U½«d²�ô«      4-4
(Natural Logarithmic and Exponential Functions)

∫wFO³D�« wL²¹—UžuK�« Ê«d²�ô« ∫ÎôË√

ø”s ”

± ∫  Í√ ¨±≠ΩÊ UNO� ÊuJð w²�« W�U(« sŽ «–UL�¨±≠ ≠ Ê ¨  ?ł ´ 
± ´ Ê

±´Ê”
Ω ”s

Ê
”   ∫ Ê√ rKFð

 vKŽ qB²� Ê«d²�« ∞ < ” ¨ ”

±
Ω ©”® ٌ  Ê«d²�ô« Ê√ kŠö½ ‰«R��« sŽ WÐUłû�

 ∞ < ” ¨ Ÿs Ÿ

±
”

±

∫ Ω ©”®‰   Ê«d²�ô« ÊS� rŁ s�Ë ªt�U−� s� WIKG� …d²� W¹√

 WŠU�� tK¦9 ± ≤  ” dOG²LK� WLO� Í√ bMŽ Ê«d²�ô« «c¼ WLO�Ë ¨t� wz«bÐ Ê«d²�« u¼

Æ©∂≠¥® qJA�« w� WKKE*« WIDM*«

’

Ÿ

± ”

Ÿ

±
Ω ©Ÿ®

©∂≠¥® qJA�«

∫wK¹ U� ∞ < ” ¨ Ÿs Ÿ

±
”

±

∫ Ω ©”®‰ Ê«d²�ô« hzUBš s�

dH�   Ω ©±®‰   ±

©q�UJ²�«Ë q{UH²�« w� WOÝUÝ_« W¹dEM�«® ”

±
 Ω  ©”®Ó‰   ≤

∞ < ” lOL'  ∞ <  ©”®Ó‰ ∴
ÆW³łu*« WOIOI(« œ«bŽ_« WŽuL−� u¼Ë t�U−� vKŽ b¹«e²� Ê«d²�« ©”®‰ Ê√ Í√

≤”

±≠
 Ω  ©”®Î‰   ≥

∞ < ” lOL'  ∞ >  ©”®Î‰ ∴
Æt�U−� vKŽ qHÝú� dFI� ©”®‰  Ê«d²�ô« vM×M� Ê√ Í√

UL�  w³¹dIð  qJAÐ  ©”®‰  vM×M�  rÝ—  sJ1  ¨hzUB)«  ÁcNÐ  W½UF²ÝôUÐ

 Íc�«  wL²¹—UžuK�«  Ê«d²�ô«  vM×M0  „d�c¹  ªqJA�«  «c¼Ë ¨©∑≠¥® qJA�«  w�

ÆÎUIÐUÝ pF� d�

’

”

±

©∑≠¥® qJA�«

 Ê√Ë  ¨WOL²¹—UžuK�«   U½«d²�ô«  WKzUF�  ÎöF�  wL²M¹  ©”®‰  Ê«d²�ô«  Ê√  ÊUO³ð  sJ1Ë

ÆÎU³¹dIð ≤[∑ t²LO�Ë ÎUIÐUÝ t²�dFð Íc�« ©?¼® ÍdO³OM�« œbF�« u¼ Ê«d²�ô« «cN� ”UÝ_«
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∫n¹dFð

Á«b�Ë ¨W³łu*« WOIOI(« œ«bŽ_« WŽuL−� t�U−� Ê«d²�« u¼ ”
?¼
u� Ω ©”® ٌ  wFO³D�« r²¹—UžuK�« Ê«d²�«

 ∞ < ” ¨ Ÿs Ÿ

±
”

±

∫ Ω ”
?¼
u� tðbŽU�Ë ¨WOIOI(« œ«bŽ_« WŽuL−�

 UN²LKFð  w²�« UNð«–  UL²¹—UžuK�« 5½«u� ”
?¼
u� Ω ©”® ٌ  wL²¹—UžuK�« Ê«d²�ô« vKŽ o³DMð ¨‰U(« WFO³DÐË

∫Ê√ Í√ ¨ÎUIÐUÝ

»
?¼
u� ´   

?¼
u�  Ω  » 

?¼
u�   ±

»
?¼
u� ≠  

?¼
u�  Ω »

 ?¼
u�   ≤

?¼
u� Ê  Ω

Ê

?¼
u�   ≥

∫W¹dE½

”

±
Ω ©”® Ó ٌ  ÊS� ∞ < ” ¨ ”

?¼
u� Ω ©”® ٌ  ÊU� «–≈   ±

?ł ´ ¸”¸
?¼
u� Ω ”s ”

± ∫   ≤

∫ÂUŽ tłuÐË

∫ÊS� ¨‚UI²ýö� qÐU�Ë ¨ ∞ < ©”®Ÿ YOŠ ª©”®Ÿ
?¼
u� Ω ©”® ٌ  ÊU� «–≈   ±

©”® Ÿ

©”® Ó
Ÿ

 Ω ©”®ÓŸ ×
©”® Ÿ

±
Ω ©”® Ó ٌ?ł ´ ¸©”® ٌ

 ¸ 
?¼
u� Ω ”s

©”® 

©”®Ó
 ∫   ≤

 ”s ”

μ ∫ błË√ ∫©±® ‰U¦�

 ”s ”

± ∫ μ Ω ”s ”

μ ∫
??ł ´ ¸”¸

 ?¼
u�μ Ω
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”s ”
±

≤   ?¼

?¼

∫ błË√ ∫©≤® ‰U¦�

≤   ?¼

?¼

¸ ¸”¸
?¼
u�   Ω  ”s ”

±
≤   ?¼

?¼

∫
≤   ?¼

?¼

¸ ”
?¼
u�   Ω

?¼ 
?¼
u� ≠ 

≤
?¼ 

?¼
u�   Ω

±  Ω   ?¼ 
?¼
u�   Ω  ?¼ 

?¼
u� ≠ ?¼ 

?¼
u�≤   Ω

”s

’s
błËQ�  ”

≤ 
U²ł

?¼
u� Ω ’ X½U� «–≈ ∫©≥® ‰U¦�

Ó ©”≤ 
U²ł® ×

”≤ 
U²ł

±
  Ω

”s

’s

” Uþ≤≠  Ω  ”
 
Uł

 
≠ × ” 

U²ł≤ ×
”≤ 

U²ł

±
 Ω

 ”s
± ´ 

≤”

”≤ ∫  błË√ ∫©¥® ‰U¦�

©± ´ 
≤”® ÂUI*« WI²A� u¼ ©”≤® j�³�«

?ł ´ ©± ´ 
≤”®

?¼
u� Ω ”s

± ´ 
≤”

”≤ ∫ ∴

 ”s ” 
U²þ ∫  błË√ ∫©μ® ‰U¦�

 ”s
” 

Uł

Ó©” 
Uł® ∫ Ω  ”s

” 
Uł

” 
U²ł ∫ Ω ”s ” 

U²þ ∫
?ł ´ ¸”Uł¸

?¼
u�  Ω
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∫wFO³D�« Òw ÒÝÔ_« Ê«d²�ô« ∫ÎUO½UŁ

ªdþUMð Ê«d²�« u¼  ”
?¼
u�  Ω ©”® ٌ  wFO³D�« wL²¹—UžuK�« Ê«d²�ô«

 ¨
´

Á«b????�Ë  ¨ t�U−�  ©”®
±≠

ٌ w�JŽ  Ê«d??²??�«  t??�  ÊuJO�

 Ê«d²�ô« vM×M* ”UJF½« u¼ ÁUM×M�Ë ¨
”

?¼ Ω ©”®
±≠

ٌ  tðbŽU�Ë

Æ©∏≠¥® qJA�« dE½« Æ” Ω ’ rOI²�*« w� wL²¹—UžuK�«

’

”

±

” 

  ?¼

u� Ω ’

” Ω ’

”

?¼ Ω ’

©∏≠¥® qJA�«

o³DMðË ¨wFO³D�« wÝ_« Ê«d²�ô«
”

?¼ Ω ’ Ê«d²�ô« wL�½

∫UNM�Ë ¨ÎUIÐUÝ UN²LKFð w²�« fÝ_« 5½«u� tOKŽ

Ê≠Â
?¼ Ω

Ê
?¼  õ  

Â
?¼   ≤

Ê´Â
?¼ Ω

Ê
?¼  × Â

?¼   ±

± Ω  
∞
 ?¼   ¥

Ê Â
?¼  Ω

Ê

©
Â
?¼®   ≥

∫W¹dE½
”

?¼ Ω 
”s

’s
 ÊS�  

”
?¼ Ω ’ X½U� «–≈   ±

?ł ´ 
”

?¼ Ω ”s
”

?¼   ∫   ≤

∫ÊU¼d³�«
”

?¼ Ω ’ ±

∫Z²M¹ ¨5�dDK� wFO³D�« r²¹—UžuK�« cšQÐ

” Ω ?¼
?¼
u� ” Ω

”
?¼

?¼
u� Ω ’

?¼
u�

∫Z²M¹ ¨” v�≈ W³�M�UÐ W�œUF*« w�dÞ ‚UI²ýUÐË

± Ω 
”s

’s
’

±

”
?¼ Ω ’ Ω

”s

’s ∴

”
?¼ Ω ©

”
?¼® 

”s
s

 Ê√ U0 ≤

”
?¼ Ê«d²�ö� wz«bÐ Ê«d²�« 

”
?¼ ∴

?ł ´ 
”

?¼ Ω ”s
”

?¼   ∫  Ê√ Í√
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∫wK¹ UL� WIÐU��« W¹dEM�« rOLFð sJL¹Ë

©”®Ó„ × ©”®„
?¼ Ω 

”s

’s
ÊS� ‚UI²ýö� qÐU� ©”®„ ¨

©”®„
?¼ Ω ’ X½U� «–≈   ±

?ł ´ 
©”®„

?¼ Ω ”s ©”®Ó„ Æ
©”®„

 ?¼   ∫   ≤

∫wK¹ U2 q� w� 
”s

’s
 błË√ ∫©∂® ‰U¦�

± ´ 
”

?¼

”

?¼

?¼
u� Ω ’  ?ł

≤

π
 Ω ” bMŽ

” Uł 
?¼ Ω ’   »

”
?¼ ” Ω ’ √

”
?¼ ”  Ω  ’ √

”
?¼  ´  

”
?¼

 ”  Ω  ± × ”
?¼ ´

”
?¼ × ”  Ω

”s

’s

≤

π
 Ω ”  ̈

” Uł 
?¼  Ω ’ »

”U²ł × ” Uł 
?¼ Ω 

”s

’s

∞ Ω ∞ × ± 
?¼  Ω  

≤

π
  U²ł × ≤

π
  Uł

?¼ Ω
”s

’s

≤

π
  Ω ”

¸ ∴

± ´ 
”

?¼

”

?¼

?¼
u�  Ω  ’ ?ł

Ó©
± ´ 

”
?¼

”

?¼

® ×
© ± ´ 

”
?¼

”

?¼

®

±
  Ω 

”s

’s

≤
©± ´ 

”
?¼®

  ©
”

?¼® 
”

?¼ ≠ 
”

?¼ × ©± ´ 
”

?¼®
 × ”

?¼

± ´ 
”

?¼
  Ω

± ´ 
”

?¼

±
  Ω 

≤
©± ´ 

”
?¼®

”≤
?¼ ≠ 

”
?¼ ´  

”≤
?¼

 × ”
?¼

± ´ 
”

?¼
  Ω

∫«cJ¼ Èdš√ WI¹dDÐ ‰«R��« qŠ sJ1Ë

± ´ 
”

?¼

”

?¼

?¼
u�  Ω ’

©± ´ 
”

?¼® 
?¼
u� ≠ 

”
?¼ 

?¼
u�  Ω

©± ´ 
”

?¼® 
?¼
u� ≠ ”  Ω

± ´ 
”

?¼

±
  Ω  

± ´ 
”

?¼

”
?¼ ≠ ± ´   

”
?¼

  Ω 
”

?¼ ×
± ´ 

”
?¼

±
  ≠  ±  Ω 

”s

’s ∴
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∫WOðü«   ö�UJ²�« s� Îö� błË√ ∫©∑® ‰U¦�

”s ” 
U²ł

 ”Uł
?¼   ∫   » ”s

≥”
?¼ 

≤” 
≥ ∫ √

”s Ó ©
≥”® × ≥”

?¼  ∫ Ω   ”s
≥”

?¼ 
≤” 

≥ ∫ √

?ł ´ 
≥”

?¼  Ω

”s Ó ©”Uł®
 ”Uł

?¼   ∫ Ω  ”s ” 
U²ł

 ”Uł
?¼   ∫ »

?ł ´ 
”Uł

?¼  Ω

©4≠4® s¹—U9

∫wK¹ U2 Ìq� w�  
”s

’s
 błË√  ±

≥
©”

?¼
u�® Ω ’ »  ©”≤ ´

≤”®
?¼
u� Ω ’ √

 ”
?¼
u� ” ≠ ” Ω ’ œ  ”

≤
Uł

?¼
u� Ω ’ ?ł

©”
?¼
u�® 

?¼
u� Ω ’ Ë

”
?¼

u� ´ ±

”
?¼

u� ”

Ω ’ ?¼

≥” 
?¼
u� 

≤”
?¼ Ω ’

Õ

± ≠ 
”

?¼

± ´ 
”

?¼
Ω ’ “

’´”
?¼  Ω 

’
?¼  ´ 

”
?¼ Í

≥
©± ´ 

≤”®

”

√ ?¼
u� Ω ’ ◊

”
” Ω ’ ‰

≥
©± ´ 

≤”®

”

√ Ω ’ „

©‰ ¨ „ 5ŽdH�« w� 5�dD�« r²¹—Užu� cš ∫œUý—≈®

∫WO�U²�«  ö�UJ²�« s� Îö� błË√  ≤

”s
± ´ 

”≤
?¼

”≤
?¼ ∫ »  ”s ”≤

U�
” Uþ

?¼   ∫ √

”s
” ≤

?¼≤ 

?¼

∞

∫ œ  ”s
”

?¼ √
≤

± ∫ ?ł

©j�³�« w� ± ≠©±´”® Ω” l{ ∫œUý—≈®   ”s
± ´ ”

” ∫ Ë  ”s
¥ ´ ”≤ ´

≤”

± ´ ” ∫ ?¼

∫W�œUF*« oI×¹ 
 ” ≥

?¼©”≤ ´ ±® Ω ’ Ê«d²�ô« Ê√ 5Ð  ≥

∞ Ω ’
 
π ´

”s

’s
  ∂  ≠  

≤”s

’≤s
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(Methods of Integration) q????�UJ²�« ‚d???Þ   5≠4

 q�UJ²�« w� WOÝUÝ_« bŽ«uI�« ÈbŠù dýU³*« oO³D²�« ÊUJ�ùUÐ ÊuJ¹ b� ¨U� q�UJð ¡«dł≈ pM� VKD¹ U�bMŽ

∫q¦� ÎUIÐUÝ pF�  d� w²�«

¨ ?ł ´ ¸”¸ u� Ω ”s
”

±
 ∫ Ë√ ¨?ł ´ ”

 
Uþ Ω ”s ”≤

U�   ∫ Ë√¨±≠ ≠ Ê ¨ ?ł ´ 
± ´ Ê

±´Ê”
Ω ”s

Ê
”   ∫

Æa�≈ ÆÆÆË√

∫UNM� Èdš√ ‚dÞ Â«b�²Ý« sJL*« sL� WOÝUÝ_« q�UJ²�« bŽ«uI� dýU³*« oO³D²K� lC�ð ô w²�«  ôU(« w� U�√

Æi¹uF²�UÐ q�UJ²�«   ±

Æ¡«eł_UÐ q�UJ²�«   ≤

ÆWOze'« —u�J�UÐ q�UJ²�«   ≥

∫‚dD�« Ác¼ s� >qJ� `O{uð wK¹ ULO�Ë

(Integration by Substitution) i¹uF²�UÐ q�UJ²�« ∫ÎôË√

∫’s ¨ ”s  Ê«e�d�«  ∫bON9

©’ ¨ ”® WDIM�« bMŽ ‚UI²ýö� ÎöÐU� ÎU½«d²�« ©”® ٌ Ω ’ ÊU� «–≈

vKŽ ’ WK{UHðË ¨” WK{UHð ÊUOL�¹Ë ¨’s  ̈”s s¹e�d�« ·dF½ UM½S�

Æ ”s ©”®Ó  Ω  ’s ¨”Δ Ω ”s ∫«cJ¼ ¨VOðd²�«

uN� ’s e�d�« U�√ ¨”Δ Í√ ” w� dOG²K� dš¬ e�— u¼ ”s e�d�« Ê≈

WDIM�« bMŽ vM×MLK� ”UL*« v�≈ W³�M�UÐ ” w� dOG²K� dþUM*« ’ w� dOG²�«

s� W³¹d� ÊuJð ’Δ ÊS� dHB�« s� W³¹d� ”Δ ÊuJð U�bMŽË ¨©’  ̈”®

Æ©π≠¥® qJA�« dE½« ¨’s

’

”
”

©’ ¨ ”®

”s

’Δ

’s

©”®  Ω ’

©π≠¥® qJA�«

ÆVOðd²�« vKŽ ”s ¨’s t�UI�Ë tD�Ð Î«d�� 
”s

’s
 —U³²Ž« n¹dF²�« «c¼ UM� `O²¹Ë

 qNÝ√ …—uBÐ b¹bł dOG²0 dš¬ q�UJð v�≈ vDF*« q�UJ²�« q¹u% vKŽ ÂuI¹ i¹uF²�UÐ q�UJ²�« »uKÝ√ Ê≈

i¹uF²�« ÊS� ”s ©”® Ó ?¼ Æ©©”®?¼® ٌ ∫ …—uB�« vKŽ »uKD*« q�UJ²�« ÊU� «–≈ Îö¦L� ªWOK�_« …—uB�« s�

qNÝ√ …dOš_« …—uB�«Ë ª”s ©”® Ó ?¼ Ω ’s Ê_ ’s ©’® ٌ ∫ …—uB�« v�≈ q�UJ²�« ‰u×¹ ©”®??¼ Ω ’

Æv�Ë_« …—uB�« s�
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”s μ
©≥ ´ ”≤® ∫ błË√ ∫©±® ‰U¦�

≥ ´ ”≤ Ω ’ Ê√ ÷dH½

≤

’s
Ω ”s UNM�Ë ”s≤ Ω ’s ∴

?ł ´ 
±≤

∂
’

 Ω 
≤

’s μ
’   ∫ Ωq�UJ²�« ÊuJ¹ i¹uF²�UÐ

 ?ł ´ 
±≤

∂

©≥ ´ ”≤®
Ω

”s ©≥ ´ ”≤®
≥
©”≥ ´

≤”® ∫  błË√ ∫©≤® ‰U¦�

”≥ ´
≤” Ω ’ Ê√ ÷dH½

”s ©≥ ´ ”≤® Ω ’s ∴
 ?ł  ´  

¥

¥’
Ω ’s ≥’   ∫  Ω  q�UJ²�« ÊuJ¹ i¹uF²�UÐË

 ?ł  ´  
¥

¥
©”≥ ´

≤”®
 Ω

 ”s ©≤ ´ ”≥®U²ł ∫  błË√ ∫©≥® ‰U¦�

©≤ ´ ”≥® Ω ’ Ê√ ÷dH½

≥

’s
Ω ”s   UNM�Ë   ”s≥  Ω ’s ∴

?ł ´ ’Uł
≥

±
Ω  ’s’U²ł

≥

± ∫ Ω  q�UJ²�« ÊuJ¹ i¹uF²�UÐË

?ł ´ ©≤ ´ ”≥®Uł
≥

±
 Ω

”s ”U²ł ”
≤
Uł ∫ błË√ ∫©¥® ‰U¦�

”Uł Ω ’ Ê√ ÷dH½

”s ”U²ł Ω ’s ∴
 ?ł  ´  

≥

≥’
Ω  ’s ≤’   ∫  Ω  q�UJ²�« ÊuJ¹ i¹uF²�UÐË

?ł  ´  
≥

” ≥
 Uł

 Ω
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∫…bŽU�

 ?ł ´ 
©» ´ ”  ®

Â

Ω  ”s ©» ´ ”  ® ٌ ∫ ÊS� ¨ ?ł ´ ©”®Â Ω ”s ©”® ٌ ∫  ÊU� «–≈

∫WO�U²�«  ö�UJ²�« s� Îö� błË√ ∫©μ® ‰U¦�

 ”s ∑´”μ 
?¼   ∫   ?ł   ”s 

©± ´ ”μ®≤
U�   ∫   »  ”s μ

©¥ ´ ”≥® ∫ √

  ?ł ´ 
∂

∂
”

Ω  ”s μ”   ∫ √

 ?ł ´  
≥ × ∂

∂
©¥ ´ ”≥®

Ω ”s μ
©¥ ´ ”≥® ∫ ∴

?ł ´  
±∏

∂
©¥ ´ ”≥®

  Ω

?ł ´ ”Uþ Ω ”s ”≤
U� ∫  »

 ?ł ´  
μ

©± ´ ”μ®Uþ
Ω  ”s 

©± ´ ”μ®≤
U�   ∫ ∴

 ?ł ´ 
”

?¼ Ω  ”s ”
?¼   ∫  ?ł

 ?ł ´  
μ

∑´”μ 
?¼

Ω   ”s ∑´”μ 
?¼   ∫ ∴

”s
”≤

Uł ´ ± √
”U²ł ”Uł≤

≤

π
 

 ∞

∫  błË√ ∫©∂® ‰U¦�

”≤
Uł ´ ± Ω ’ Ê√ ÷dH½

”s”U²ł
 ”Uł≤ Ω ’s

 ’  √
’s ∫  Ω œËb;« dOž q�UJ²�« ÊuJ¹ i¹uF²�UÐ

’s ≤

±
  ≠

’   ∫ Ω

?ł ´  ”
≤
Uł ´ ± √ ≤  Ω  ?ł ´ ≤

±
 

’ ≤  Ω

≤ ≠  ≤  √ ≤  Ω
≤

π
 

∞

¸   ”≤
Uł ´ ± √ ≤  Ω  »uKD*« œËb;« q�UJ²�« ∴
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U�bMF� ’ b¹b'« dOG²*« l� q�UJ²�« w� —«dL²ÝôUÐ ÎUC¹√ œËb;« q�UJ²�« »U�Š sJ1 ∫WEŠö�

≤ Ω  
≤

π
 

≤
Uł ´ ± Ω ’ ÊuJð

≤

π
 Ω ” U�bMŽË ¨± Ω ∞

 ≤
Uł ´ ± Ω ’ ÊuJð ∞ Ω ”

≤ ≠  ≤  √ ≤  Ω 

≤

±

¸ ≤

±
 

’≤ Ω œËb;« q�UJ²�« ∴

”s ”

©”
?¼

u�® U²ł
?¼

 ±

∫   błË√ ∫©∑® ‰U¦�

”
?¼
u� Ω ’ Ê√ ÷dH½

’s” Ω ”s UNM�Ë ”s ”

±
Ω ’s ∴

± Ω ?¼ 
?¼
u� Ω ’ ÊuJð ?¼ Ω ” U�bMŽË ¨ ∞ Ω ±

?¼
u� Ω ’ ÊuJð ± Ω ” U�bMŽË

’s” × ”

’U²ł
±

 ∞

∫  Ω  q�UJ²�« ÊuJ¹ ¨i¹uF²�UÐ ∴

’s’ 
U²ł

±

 ∞

∫ Ω

±

∞

¸ ’ 
Uł  Ω

± Uł  Ω  ∞ Uł ≠ ± Uł  Ω

”s” ≥
U²ł ∫  błË√ ∫©∏® ‰U¦�

”s”≤
U²ł Æ ”U²ł ∫ Ω  ”s”≥

U²ł ∫
”s©”≤

Uł ≠ ±®”U²ł ∫ Ω

”s”U²ł Ω ’s ÊuJ¹ ” 
Uł  Ω ’  Ê√ ÷dHÐË

’s©
≤’ ≠ ±® ∫ Ω  ”s”≥

U²ł ∫ ∴

 ?ł ´ 
≥

≥
’

≠ ’ Ω

©q(« W×� s� oI%®  ?ł ´ 
≥

”≥
Uł

≠ ”Uł Ω
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©1≠5≠4® s¹—U9

∫WO�U²�«  ö�UJ²�« s� Îö� błË√  ±

”s
 
 ”≥ ≠ 

≥”  √ ©± ≠ 
≤”®  ∫   »  ”s μ

©¥ ´ 
≤”®” ∫ √

”s ”

±
  Uł 

≤≠”  ∫   œ  ”s ”Uł ´ ± √ ”U²ł  ∫ ?ł

”s
”

≤
©” 

?¼
u�® ∫ Ë  ”s©∂ ≠ ”¥ ´

≤”® Uł ©≤ ´ ”® ∫ ?¼

”s
 ± ´ ” √

 ± ´ ” √ Uł
∏

 ≥

∫ Õ
 ”s

 ± ´ ”≥ ´
≥” √

± ´ 
≤”

≤

 ∞

∫ “

”s
μ ´ ”≤ √

μ´ ”≤ √
?¼ ∫ Í ”s

≤
©± ´ 

”

?¼®

”

?¼ ∫ ◊

∫WO�U²�«  ö�UJ²�« s� Îö� błË√  ≤

”s”≤
Uł ∫ »  ”s ± ≠ ”≤  

≥√ ∫ √

”s
”U²ł ≠ ±

± ∫ œ  ”s”≥
U²ł ”

≤
Uł ∫ ?ł

 ”s ±μ
©± ´ ”®

≤”  ∫ Ë    ”s”Uþ ”
≥
U�

≥

π
 

 ∞

∫ ?¼

©©”Uþ ´ ”U�® vKŽ r��«Ë »d{« ∫œUý—≈® ”s”U� ∫ “

©” ´ ± Ω ’ l{ ∫œUý—≈®   ”s
” ´ ± √

” ∫ Õ
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(Integration by Parts) ¡«eł_UÐ q�UJ²�« ∫ÎUO½UŁ

∫ÊS� ” dOG²LK� W³�M�UÐ ‚UI²ýö� 5KÐU� 5½«d²�« ?¼ ¨ ٌ  ÊU� «–≈ t½√  rKF½

”s
s × ?¼ ´ 

”s
?¼s

 × ٌ  Ω ©?¼ × ٌ  ® 
”s
s

∫ÊuJ¹ ” v�≈ W³�M�UÐ 5�dDK� q�UJ²�« ¡«dłSÐË

”s
”s

 s
 ?¼  ∫ ´ ”s

”s
?¼s

 

ٌ ∫  Ω ?¼ × ٌٌ s ?¼  ∫  ´  ?¼s ٌ ∫ Ω

∫Ê√ Í√

s ?¼  ≠ ?¼ ×   Ω  ?¼s

 `C²¹ UL� ¨ ö�UJ²�« iFÐ »U�Š w� UN�«b�²Ý« sJ1Ë ¨¡«eł_UÐ q�UJ²�« …bŽU� …bŽUI�« Ác¼ vL�ð

∫WO�U²�« WK¦�_« s�

”s”Uł
 ” ∫ błË√ ∫©±® ‰U¦�

Ê√ ÷dH½”s”Uł Ω ?¼s  ” Ω

”U²ł≠ Ω ”s”Uł ∫ Ω   ?¼  ”s Ω s≠

ٌ s ?¼  ∫  ≠  ?¼ ٌ   Ω  ?¼s ٌ ∫ sJ�

”s”U²ł ∫ ´ ”U²ł ”≠ Ω   ”s”Uł
 ” ∫  ∴

?ł ´ ”Uł ´ ”U²ł ”≠ Ω

”s ¥ ´ ” √ ”  ∫  błË√ ∫©≤® ‰U¦�

”s ¥ ´ ” √  Ω ?¼s

≠

 ” Ω   Ê√ ÷dH½

≤

≥
 

©¥ ´ ”®
≥

≤
 Ω ”s ≤

±
 

©¥ ´ ”® ∫ Ω  ?¼  ”s Ω s

 ”s ≤

≥
 

©¥ ´ ”®
≥

≤
 ∫  ≠   ≤

≥
 

©¥ ´ ”®”
≥

≤
 Ω  ”s ¥ ´ ” √ ”  ∫  ∴

?ł ´ ≤

μ
 

©¥ ´ ”® ×
±μ

¥
  ≠   ≤

≥
 

©¥ ´ ”® ”
≥

≤
  Ω
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∫w�U²�« ‰U¦*« w� UL� ¨…d� s� d¦�√ ¡«eł_« WI¹dÞ oO³Dð q�UJ²�« ¡«dł≈ VKD²¹ Ê√ sJ1

”s ”U²ł
≤”  ∫ błË√ ∫©≥® ‰U¦�

”s ”U²ł  Ω  ?¼s  
≤”  Ω   Ê√ ÷dH½

”Uł Ω ”s ”U²ł ∫  Ω  ?¼ ”s ”≤  Ω

”s ”Uł ”≤ ∫ ≠ ”Uł
≤” Ω  ”s ”U²ł

≤”  ∫  ∴

”s ”Uł ” ∫ ≤ ≠ ”Uł
≤” Ω

qB×M� ©±® ‰U¦� w� UL� ¨Èdš√ …d� ¡«eł_UÐ q�UJ²�« Âb�²�½ ”s ”Uł ” ∫»U�(Ë

∫WOzUNM�« W−O²M�« vKŽ

?ł ´ ©”Uł ´ ”U²ł ”≠® ≤ ≠ ”Uł
≤” Ω  ”s ”U²ł

≤”  ∫
?ł ´ ”Uł≤ ≠ ”U²ł ”≤ ´ ”Uł

≤” Ω

”s” 
?¼
u� 

?¼

 ±

∫   błË√ ∫©¥® ‰U¦�

”s Ω Ës ” 
?¼
u�  Ω    Ê√ ÷dH½

” Ω Ë  ”s ”

±
  Ω  

”s ”

±
× ” ∫ ≠ ”

?¼
u�

 ”  Ω ”s”
?¼
u�  ∫  ∴

?ł ´ ” ≠ ”
?¼
u� ”  Ω

?¼

±

¸  ” ≠ ”
?¼
u� ”  Ω  ”s” 

?¼
u� 

?¼

 ±

∫ ∴

±  Ω  ©± ≠ ± 
?¼
u�® ≠ ©?¼ ≠ ?¼ 

?¼
u� ?¼®  Ω

∫w�U²�« ‰U¦*« w� UL� ¨UF� ¡«eł_«Ë i¹uF²�« w²I¹dÞ oO³D²Ð  ôU(« iFÐ w� q�UJ²�« »U�Š sJ1Ë
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